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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

1ο Επαναληπτικό

Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Α.1. Καθώς µια στοιχειώδης επιφάνεια αλλάζει προσανατολισµό χωρίς όµως
το κέντρο της να αλλάξει ϐάθος εντός του υγρού, τότε αλλάζει :

(γ) Η κατεύθυνση της δύναµης που ασκείται πάνω της.

Α.2. Σώµα περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα έχοντας στροφορµή µέτρου
L.Ασκούµε σε αυτό ϱοπή δύναµης µέτρου τ που το επιβραδύνει µε σταθερή
γωνιακή επιβράδυνση. Ο χρόνος που χρειάζεται για να σταµατήσει το σώµα
είναι :

(α) t =
L

τ

Α.3. Το ιξώδες ενός ϱευστού οφείλεται στις :

(ϐ) Εσωτερικές δυνάµεις τριβών που αναπτύσσονται όταν αυτό είναι πραγ-
µατικό.

Α.4. Κατά µήκος µιας ελαστικής χορδής διαδίδεται ένα αρµονικό κύµα
χωρίς απώλειες ενέργειας. Καθώς αποµακρυνόµαστε από την πηγή του
κύµατος :

(δ) Η ϕάση της ταλάντωσης των σηµείων της χορδής µειώνεται.
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Α.5.

(α) Στη ϕθίνουσα ταλάντωση το ποσό της ενέργειας που χάνεται από το
ταλαντευόµενο σύστηµα σε κάθε περίοδο είναι σταθερό. Λάθος

(ϐ) ΄Ενα στερεό σώµα είναι δυνατό να έχει κινητική ενέργεια, χωρίς να έχει
ορµή. Σωστό

(γ) Στην πλάγια κρούση εµφανίζεται πάντα ϑερµότητα. Λάθος

(δ) Τα πραγµατικά ϱευστά ονοµάζονται και Νευτώνεια ϱευστά. Λάθος

(ε) Σύγχρονες ονοµάζονται οι πηγές που δηµιουργούν ταυτόχρονα µέγιστα
και ελάχιστα. Σωστό

Θέµα Β

Β.1. ΄Ενα σώµα εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές αρµονικές ταλαντώσεις γύρω
από την ίδια ϑέση ισορροπίας και στην ίδια κατεύθυνση. οι συχνότητες
των δύο ταλαντώσεων είναι παραπλήσιες µε αποτέλεσµα την δηµιουργία
διακροτηµάτων µε περίοδο Tδ. Σε χρονικό διάστηµα ∆t = 2Tδ το σώµα
διέρχεται από την ϑέση ισορροπίας του Ν ϕορές για τις οποίες ισχύει ότι :

(ϐ) N =
2(T1 + T2)

|T2 − T1|
Το σώµα διέρχεται από την ϑέση ισορροπίας 2 ϕορές σε κάθε ταλάντωση,

άρα αρκεί να υπολογίσω πόσες ταλαντώσεις κάνει στο χρονικό διάστηµα ∆t.
Για την ταλάντωση ισχύει ότι :

ω =
ω1 + ω2

2
⇒ f =

f1 + f2
2

Για το διακρότηµα ισχύει ότι :

Tδ =
1

|f1 − f2|

΄Αρα αν Ν΄ ο αριθµός των ταλαντώσεων που κάνει τότε :
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N = 2N ′ = 2f∆t = 2f2Tδ = 2
f1 + f2

2
2

1

|f1 − f2|
⇒ N =

2(f1 + f2)

|f1 − f2|

΄Οµως γενικά T = 1/f και προκύπτει η σχέση σε συνάρτηση µε τις περι-
όδους.

Β.2. Σε σηµεία Κ και Λ της ήρεµης επιφάνειας ενός υγρού ϐρίσκονται δύο
σύγχρονες πηγές αρµονικών κυµάτων µε εξίσωση ταλάντωσης y = Aηµ(ωt),
παράγουν κύµατα µε µήκος κύµατος λ. Το πρώτο υλικό σηµείο δεξιά της
µεσοκαθέτου του ΚΛ που ϐρίσκεται πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα ΚΛ και
ταλαντώνεται µε µέγιστη ταχύτητα υmax = ωA

√
3 απέχει από την µεσοκάθετο

απόσταση:

(α) d =
λ

12

Για το σηµείο µετά την συµβολή των κυµάτων από τις δύο πηγές ϑα ισχύει
ότι :

υmax = ωA
√

3 = ω2A|συν2π

(
r1 − r2

2λ

)
| ⇒ |συν2π

(
r1 − r2

2λ

)
| =
√

3

2

2π

(
r1 − r2

2λ

)
= 2κπ ± π

6
⇒ r1 − r2 =

λ

6

Αφού είναι σηµείο του ευθυγράµµου τµήµατος ΚΛ = S πρέπει r1 + r2 = S.
΄Αρα προκύπτει από τις δύο σχέσεις ότι :

2r1 = S +
λ

6
⇒ r1 =

S

2
+
λ

12

΄Αρα ϐρίσκεται σε απόσταση λ/12 δεξιά της µεσοκαθέτου
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Β.3. Κυλινδρικό δοχείο περιέχει ιδανικό ϱευστό πυκνότητας ρ το οποίο ι-
σορροπεί µε την ελεύθερη επιφάνεια του σε επαφή µε τον ατµοσφαιρικό
αέρα µέσα σε πεδίο ϐαρύτητας µε σταθερή επιτάχυνση g. Μέσα στο υγρό ι-
σορροπεί κυλινδρικό σώµα πυκνότητας ρσ =

ρ

2
, ύψους h και εµβαδού ϐάσης

A,µε την ϐοήθεια κατακόρυφης εξωτερικής δύναµης. Το σώµα αρχικά είναι
εν µέρη ϐυθισµένο κατά d. Την χρονική στιγµή t = 0 το σώµα αφήνεται ελε-
ύθερο να κινηθεί, εκτελώντας απλή αρµονική ταλάντωση σταθερού πλάτους.
Αν κατά την διάρκεια της κίνησης του σώµατος η στάθµη του ϱευστού παρα-
µένει σταθερή, τότε το σώµα αποκτά για πρώτη ϕορά την µέγιστη κινητική
ενέργεια την χρονική στιγµή t1 για την οποία ισχύει :

(ϐ) t1 = π

√
h

8g

Στο δοχείο κατά την ταλάντωση, ασκείται το ϐάρος και η ΄Ανωση λόγω της
διαφοράς πίεσης ανάµεσα στο πάνω και το κάτω µέρος του. Αφού σχεδιάσουµε
το σώµα στην Θέση ισορροπίας. στην οποία είναι ϐυθµισµένο κατά d1, έχουµε :

ΣF = 0⇒ mg = ρgd1A

Σχεδιάζουµε το σώµα σε µια τυχαία ϑέση y κάτω από την ϑέση ισορροπίας
για την οποία ϑα ισχύει ότι :

ΣF = mg − ρg(d1 + y)A = mg − ρgd1A− ρgyA⇒ ΣF = −ρgAy

΄Αρα αφού υπολογίσαµε την σταθερά επαναφοράς µπορούµε να ϐρούµε
την περίοδο της ταλάντωσης :

D = mω2 = ρgA⇒ T =
2π

ω
= 2π

√
m

ρdA

Λαµβάνοντας υπόψη ότι m = ρσV = ρσAh και ότι ο Ϲητούµενος χρόνος
είναι T/4 ϑα προκύψει η σωστή απάντηση
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Θέµα Γ

Το δοχείο µεγάλης επιφάνειας A1 , που ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα,
είναι ανοικτό και γεµάτο µε νερό σε σταθερό ύψος h2 = 50cm , ενώ πάνω
από το νερό υπάρχει στρώµα λαδιού ύψους h1 = 40cm. Από τον πυθµένα
του πλευρικού τοιχώµατος του δοχείου εξέρχεται λεπτός σωλήνας σταθερής
διατοµής A2 = 1cm2 .Ο σωλήνας αρχικά είναι οριζόντιος και στη συνέχεια
κάµπτεται, ώστε να γίνει κατακόρυφος προς τα πάνω. Το άνοιγµα του σω-
λήνα ϐρίσκεται σε ύψος h3 = 20cm πάνω από το επίπεδο του πυθµένα του
δοχείου και από εκεί το νερό εκτοξεύεται µε ταχύτητα υ3 . Η διατοµή A2

είναι πολύ µικρότερη από την επιφάνεια του δοχείου A1 . Να υπολογίσετε :

Γ.1 Την πίεση στο σηµείο 1, στη διαχωριστική επιφάνεια λαδιού – νερού

P1 = Patm + ρλgh1 = 103, 6 · 103N/m2

Γ.2 Την ταχύτητα υ3 καθώς και την κινητική ενέργεια ανά µονάδα όγκου
του νερού στο σηµείο 2 του σωλήνα που ϐρίσκεται αµέσως µετά την
έξοδο του νερού από το δοχείο.

Εφαρµόζω Bernoulli πάνω σε µια ϱευµατική γραµµή που διέρχεται από
τα σηµεία 1 και 3. Επειδή η διατοµή A2 είναι πολύ µικρή σε σχέση µε
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την επιφάνεια του δοχείο ϑο µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η ταχύτητα
στο σηµείο 1 είναι µηδέν. Επίσης η πίεση στο σηµείο 3 είναι ίση µε την
ατµοσφαιρική.

P1 +
1

2
ρνυ

2
1 + ρνgh2 = P3 +

1

2
ρνυ

2
3 + ρνgh3 ⇒

1

2
ρνυ

2
1 = 6, 6 · 103

J

m3

΄Αρα η ταχύτητα ϑα είναι : υ3 =
√

13, 2 = 3, 6m/s

Γ.3 Το ύψος που ϑα ϕτάσει το νερό, από τον πυθµένα του δοχείου.

Εφαρµόζουµε Bernoulli για µια ϱευµατική γραµµή από το σηµείο 1 µέχρι
το σηµείο 4 στο οποίο η ταχύτητα ϑα είναι µηδέν αφού είναι το µέγιστο
ύψος και η πίεση ίση µε την ατµοσφαιρική.

P1 +
1

2
ρνυ

2
1 + ρνgh2 = P3 + ρνgh4 ⇒ h4 = 0, 86m

Στη συνέχεια αφαιρούµε τα δύο υγρά, καθώς και τον οριζόντιο σωλήνα
(από την ϑέση 2 και µετά) και τοποθετούµε ϕελλό στη ϑέση 2.Γεµίζουµε
ξανά το δοχείο µε δυο υγρά άγνωστων πυκνοτήτων ρ1 και ρ2 πάχους h το
καθένα. Ανοίγουµε δυο οπές στο πλευρικό τοίχωµα του δοχείου στην ίδια

κατακόρυφο και σε αποστάσεις
h

2
από την ελεύθερη επιφάνεια κάθε υγρο-

ύ όπως ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Η διατοµή των οπών είναι πολύ
µικρότερη από την διατοµή της ϐάσης του δοχείου.

Γ.4 Ποία σχέση συνδέει τις πυκνότητες των δύο υγρών ώστε οι ϕλέβες των
δύο υγρών να έχουν το ίδιο ϐεληνεκές·

Γενικά για τον υπολογισµό του ϐεληνεκούς για ϕλέβα ϱευστού που ξεκινά
από οπή σε ύψος y µε ταχύτητα εκροής υ µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
τις εξισώσεις της οριζόντιας ϐολής :

S = υt = υ

√
2y

g
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Στην δική µας περίπτωση οι ϕλέβες ϱευστού ξεκινούν από διαφορετικά

ύψη y1 =
3h

2
και y2 =

h

2
µε ταχύτητες υ1 και υ2

S1 = S2 ⇒ υ1t1 = υ2t2 ⇒ υ2 =
√

3υ1 (1)

Εφαρµόζοντας Βερνουλλι από την επιφάνεια του πάνω ϱευστού µέχρι
την πάνω οπή προκύπτει :

Patm + ρ1g
h

2
= Patm +

1

2
ρ1υ

2
1 (2)

Εφαρµόζοντας Bernoulli από την διαχωριστική επιφάνεια των δύο ϱευ-
στών µέχρι την κάτω οπή προκύπτει :

P + ρ2g
h

2
= Patm +

1

2
ρ2υ

2
2 ⇒ Patm + ρ1g

h

2
+ ρ2g

h

2
= Patm +

1

2
ρ2υ

2
2 (3)

Από τις παραπάνω σχέσεις ϑα προκύψει ότι ρ1 = ρ2

Θέµα ∆
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Στο Σχήµα 1 ϕαίνονται δύο όµοια κυλινδρικά δοχεία (1) και (2) που
περιέχουν νερό και τα οποία κλείνουν µε εφαρµοστό αβαρές έµβολο εµβαδού
A = 400cm2 που µπορεί να κινείται χωρίς τριβές. Τα δύο δοχεία ϐρίσκονται
στο έδαφος και τα έµβολα ϐρίσκονται στο ίδιο ύψος h = 2m από τη ϐάση
του κάθε δοχείου. Στο κέντρο κάθε εµβόλου έχει προσαρµοστεί κατακόρυφη
αβαρής ϱάβδος, ενώ στα άκρα Ζ και Θ των δύο αβαρών ϱάβδων ακουµπά
λεπτή, οµογενής και άκαµπτη ϱάβδος ΒΓ , µήκους L = 2m και µάζας
M = 500kg η οποία ισορροπεί ακίνητη σε οριζόντια ϑέση. Η απόσταση ΘΓ
ισούται µε d2 = 0, 6m και η πίεση στη ϐάση του δοχείου (1) είναι ίση µε
P1 = 1, 7 · 105Pa. Το νερό ϑεωρείται ιδανικό ϱευστό.

∆.1 Να υπολογίσετε την απόσταση d1 = ΒΖ.

Πάνω στο έµβολο του δοχείου 1 ασκείται µια δύναµη N1 από την κάθετη
ϱάβδο, η δύναµη από την ατµοσφαιρική πίεση και η δύναµη από το υγρό,
αφού το έµβολο ισορροπεί ϑα προκύψει :

ΣF = 0⇒ N1 + PatmA = PA⇒ N1 + Patm = (P1 − ρgh)A⇒ N1 = 2000N

Για την ισορροπία της ϱάβδου :

http://www.perifysikhs.com 8
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ΣF = 0⇒ N1 +N2 = Mg ⇒ N2 = 3000N

Στ(Z) = 0⇒ −Mg

(
L

2
− d1

)
+N2 (L− d1 − d2)⇒ d1 = 0, 4m

∆.2 Να υπολογίσετε την πίεση στη ϐάση του δοχείου (2).

Το έµβολο του δοχείου 2 ϑα δέχεται αντίστοιχες δυνάµεις µε το έµβολο
του δοχείου 1 και ϑα ισορροπεί. ΄Αρα για την πίεση κάτω από το έµβολο
προκύπτει ότι :

ΣF = 0⇒ N2 + PatmA = P ′A⇒ P ′ = Patm +
N2

A

Στην ϐάση του δοχείου η πίεση ϑα είναι :

P2 = P ′ + ρgh = Patm +
N2

A
+ ρgh = 1, 95 · 105Pa

*Οι δυνάµεις που ασκούνται από τις κατακόρυφους ϱάβδους στα έµβολα
και στην δοκό είναι ίσες αφού οι κατακόρυφες ϱάβδοι είναι αβαρής.

Στην συνέχεια αφαιρούµε την ϱάβδο ΒΓ από την παραπάνω διάταξη και
στερεώνουµε το άκρο Β σε άρθρωση, γύρω από την οποία µπορεί να περι-
στραφεί χωρίς τριβές (Σχήµα 2). Ασκούµε στο µέσο Κ της ϱάβδου σταθερή
κάθετη σε αυτή δύναµη ~F και την περιστρέφουµε, µέχρι το άκρο Γ να δια-
γράψει τροχιά ηµικυκλίου ϕτάνοντας στην ανώτερη ϑέση χωρίς ταχύτητα.
Στην παραπάνω ϑέση καταργώ την δύναµη αυτή.

∆.3 Να υπολογίσετε το µέτρο της δύναµης F .

Εφαρµόζω ΘΜΚΕ για την περιστροφή της ϱάβδου

∆K = ΣW ⇒ 0− 0 = F
L

2
π −MgL⇒ F =

104

π
N
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Από την παραπάνω ϑέση (Σχήµα 3) δίνω µια µικρή ώθηση στην ϱάβδο µε
αποτέλεσµα να αρχίσει να περιστρέφεται στην ϕορά των δεικτών του ϱολο-
γιού.

∆.4 Να ϐρεθεί η επιτρόχιος επιτάχυνση του κέντρου µάζας της ϱάβδου όταν
έχει περιστραφεί κατά 30o από την αρχική της ϑέση.

Εφαρµόζω ΘΝΣΚ, αφού πρώτα υπολογίσω µε Steiner την ϱοπή αδράνειας
της ϱάβδου.

Στ(B) = I(B)αγ ⇒Mg
L

2
ηµ(30o) =

(
1

12
ML2 +M

(
L

2

)2
)
αγ ⇒ αγ =

15

4
rad/s2

http://www.perifysikhs.com 10
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΄Αρα η επιτρόχιος επιταχυνση του κέντρου µάζας ϑα είναι :

α = αγ
L

2
=

15

4
m/s2

∆.5 ΄Οταν η ϱάβδος διέρχεται από την κατώτερη ϑέση της συγκρούεται πλα-
στικά µε σώµα µάζαςm = 100kg που κινείται µε ταχύτητα ~υo της οποίας
η διεύθυνση ϐρίσκεται πάνω στην ευθεία που ενώνει το κέντρο µάζας
του σώµατος µε το άκρο Γ της ϱάβδου. Εξαιτίας της κρούσης το σύνολο
της κινητικής ενέργειας του συστήµατος µετατρέπεται σε ϑερµότητα.
Να ϐρεθεί η κατεύθυνση και το µέτρο της ~υo
Εφαρµόζω ΘΜΚΕ για την κάθοδο της ϱάβδου

∆K = ΣW ⇒ 1

2
I(B)ω

2 = MgL⇒ ω =
√

30rad/s

Εξαιτίας της κρούσης το σύνολο της ενέργειας γίνεται ϑερµότητα, άρα το
σύστηµα ακινητοποιείται. Για την κρούση εφαρµόζω Αρχη ∆ιατήρησης
της Στροφορµής :

I(B)ω −mυoL = 0⇒ υo =
10
√

30

3
m/s

Επιµέλεια :Καραδηµητρίου Μιχάλης
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