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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

Απλή Αρµονική Ταλάντωση ΙΙ - Κρούσεις

Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Α.1. Η απλή αρµονική ταλάντωση είναι κίνηση:

(δ) ευθύγραµµη περιοδική

Α.2. Σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση πλάτους Α και περιόδου Τ.
Αν τετραπλασιάσουµε το πλάτος της ταλάντωσης, τότε η περίοδος της ϑα:

(ϐ) παραµένει σταθερή

Α.3. Σώµα εκτελεί ταλάντωση δεµένο στο ελεύθερο άκρο κατακόρυφου ε-
λατηρίου. Στο ίδιο ελατήριο δένουµε σώµα τετραπλάσιας µάζας το οποίο
εκτελεί ταλάντωση µε το ίδιο πλάτος, για την νέα ταλάντωση:

(ϐ) η περίοδος διπλασιάζεται διπλασιάζεται.

Α.4. Σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση και κάποια χρονική στιγµή

η ϕάση της είναι ίση µε
2π

3
rad. Αυτή την χρονική στιγµή το σώµα:

(γ) κατευθύνεται προς την ϑέση ισορροπίας
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Α.5.

(α) Η ορµή ενός µονωµένου συστήµατος σωµάτων δεν διατηρείται κατά την
διάρκεια µιας ανελαστικής κρούσης. Λάθος

(ϐ) Μικρή σφαίρα συγκρούεται ελαστικά και πλάγια µε κατακόρυφο τοίχο.
Τόσο η κινητική ενέργεια όσο και η ορµή της παραµένουν σταθερά.
Λάθος

(γ) Οριζόντιο σύστηµα ελατηρίου µάζας εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση,
αν συγκρουστεί µετωπικά και ελαστικά µε δεύτερο σώµα ίσης µάζας,
τότε διπλασιάζεται η σταθερά επαναφοράς της ταλάντωσης. Λάθος

(δ) Η σταθερά ενός ελατηρίου εξαρτάται από τις διαστάσεις του και το υλικό
κατασκευής του. Σωστό

(ε) Η ∆υναµική ενέργεια της ταλάντωσης ενός συστήµατος µάζας ελατη-
ϱίου ταυτίζεται πάντα µε την δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης του
ελατηρίου. Λάθος

Θέµα Β

Β.1. Σώµα Σ1 και µάζαςm ισορροπεί στο αριστερό άκρο ακίνητης πλατφόρ-
µας µάζας M = 8m η οποία είναι ακίνητη πάνω σε λείο οριζόντιο δάπεδο,
όπως στο σχήµα. Το Σ1 παρουσιάζει µε την πλατφόρµα συντελεστή τριβής ο-
λίσθησης µ. Βλήµα µάζα m που κινείται οριζόντια, σφηνώνεται µε ταχύτητα
µέτρου υo στο σώµα Σ1.

M

m
υοm

Μετά την κρούση το συσσωµάτωµα ολισθαίνει πάνω στην πλατφόρµα,
χωρίς να πέφτει από αυτή. Η ϑερµότητα που εκλύεται λόγω της τριβής
ολίσθησης ϑα είναι ίση µε :
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(γ)
mυ2o

5

Για την κρούση εφαρµόζω την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής, ώστε να υπο-

λογίσω την ταχύτητα του συσσωµατώµατος.

mυo = (m+m)υ ⇒ υ =
υo
2

Το συσσωµάτωµα ολισθαίνει πάνω στην πλατφόρµα επιβραδυνόµενο εξαιτίας

της τριβής ολίσθησης, ταυτόχρονα όµως και η πλατφόρµα λόγω της τριβής

που δέχεται από το συσσωµάτωµα ϑα επιταχύνεται. Κάποια στιγµή ϑα απο-

κτήσουν κοινή ταχύτητα και το συσσωµάτωµα δεν ϑα κινείται σε σχέση µε

την πλατφόρµα. Υπολογίζω από την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής την κοινή

ταχύτητα τους.

(m+m)υ = mυo = (m+m+ 8m)υ′ ⇒ υ′ =
υo
10

Η ϑερµότητα που αναπτύσσετε εξαιτίας της τριβής ϑα είναι :

Q =
1

2
(m+m)υ2 − 1

2
(m+m+ 8m)υ′2 =

mυ2o
5

Β.2. Σώµα µάζας m ισορροπεί δεµένο στο ελεύθερο άκρο κατακόρυφου ι-
δανικού ελατηρίου σταθεράς k που το άλλο άκρο του είναι στερεωµένο στην
οροφή ενός εργαστηρίου. Με την ϐοήθεια µεταβλητής δύναµης µετακινούµε
το σώµα µέχρι την ϑέση στην οποία δεν του ασκείται δύναµη από το ελα-
τήριο. Από αυτήν την ϑέση το αφήνουµε ελεύθερο να κινηθεί χωρίς αρχική
ταχύτητα την στιγµή που ϑεωρούµε ως to = 0.

Την χρονική στιγµή t1 =
π

2

√
m

k
το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος ϑα

είναι :

(α) g

√
m

k
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Η επιτάχυνση της ϐαρύτητας ϑεωρείται γνωστή και ίση µε g.

Η περίοδος της ταλάντωσης ϑα είναι : T = 2π

√
m

k
, άρα για τη χρονική

στιγµή ισχύει : t1 =
T

4
.

ΘΦΜ

ΘΙΤ

Δlo

w

Fελ

A

Στην ϑέση ισορροπίας του σώµατος ισχύει :

ΣF = 0⇒ k∆lo = mg ⇒ ∆lo =
mg

k

Η ϑέση αρχικής εκτροπής είναι η Θέση Φυσικού Μήκους η οποία ϑα ταυ-

τίζεται µε την ακραία ϑέση της ταλάντωσης του σώµατος. (A = ∆lo). ΄Αρα

την χρονική στιγµή t1 το σώµα ϑα διέρχεται από την Θέση ισορροπίας µε την

µέγιστη ταχύτητα.

υ = ωA =

√
k

m

mg

k
= g

√
m

k
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Β.3. Σώµα µάζας m1 = m είναι στερεωµένο στα ελεύθερα άκρα δύο ορι-
Ϲόντιων ιδανικών ελατηρίων σταθερών k1 = k2 = k και ισορροπεί ακίνητο.
΄Ενα ϐλήµα µάζας m2 = m σφηνώνεται µε ταχύτητα υo υπό γωνία φ = 60o

και κινητική ενέργεια Ko όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Μετά την κρούση το
συσσωµάτωµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Η µέγιστη ∆υναµική ε-
νέργεια παραµόρφωσης του ελατηρίου k1 κατά την διάρκεια της ταλάντωσης
ϑα είναι ίση µε :

θ
υοk1 k2

(ϐ)
Ko

16

Εφαρµόζω την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής για την κρούση στον οριζόντιο

άξονα:

mυoσυνθ = 2mυk ⇒ υk =
υo
4

Επειδή η κρούση γίνεται στην ΘΙΤ η ταχύτητα του συσσωµατώµατος µετά

την κρούση ϑα είναι η µέγιστη ταχύτητα της ταλάντωσης. Επίσης η σταθερά

επαναφοράς της ταλάντωσης ϑα είναι D = 2k.

υk = ωA⇒ υo
4

=

√
D

2m
A⇒ A =

√
m

k

υo
4

Η µέγιστη ενέργεια παραµόρφωσης του ελατηρίου (1) είναι η ενέργεια στην

ακραία ϑέση (∆l = A:

Uελ =
1

2
k1(∆l)

2 =
Ko

16
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Θέµα Γ

Σώµα Σ1 µάζαςm1 = 1kg είναι δεµένο στο άκρο οριζόντιου ιδανικού ελα-
τηρίου σταθεράς k = 100N/m. Το άλλο άκρο του ελατηρίου είναι ακλόνη-
τα στερεωµένο. Το σώµα Σ1 εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, πλάτους
A = 0, 4m, σε λείο οριζόντιο επίπεδο.

Τη χρονική στιγµή που το σώµα Σ1 έχει αποµάκρυνση x1 =
A
√

3

2
, κι-

νούµενο κατά τη ϑετική ϕορά, συγκρούεται πλαστικά µε σώµα Σ2, µάζας
m2 = 3kg. Το σώµα Σ2 κινείται, λίγο πριν την κρούση, µε ταχύτητα

υ2 = 8m/s σε διεύθυνση που σχηµατίζει γωνία φ (όπου συνφ =
1

3
) µε το

οριζόντιο επίπεδο, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Το συσσωµάτωµα που προ-
κύπτει µετά την κρούση, εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση.

φ

υ2

k

Σ2

Σ1

(+)

Γ.1 Να υπολογίσετε την ταχύτητα του συσσωµατώµατος , αµέσως µετά την
κρούση.

Εφαρµόζω την Α∆ΕΤ για το Σ1 πριν την κρούση για να υπολογίσω την

ταχύτητα του.

E = K + U ⇒ 1

2
DA2 =

1

2
m1υ

2
1 +

1

2
Dx21 ⇒ υ1 = +2m/s

Εφαρµόζω την Αρχή ∆ιατήτησης της Ορµής στον άξονα x για να υπολο-

γίσω την ταχύτητα του συσσωµατώµατος.

m1υ1 −mυ2συνφ = (m1 +m2)υk ⇒ υk = −1, 5m/s

http://www.perifysikhs.com 6
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΄Αρα το συσσωµάτωµα έχει ϕορά προς τα αριστερά.

Γ.2 Να υπολογίσετε το πλάτος της ταλάντωσης του συσσωµατώµατος .

Εφαρµόζω την Α∆ΕΤ για το συσσωµάτωµα στην ϑέση ακριβώς µετά την

κρούση, η οποία ταυτίζεται µε την ϑέση πριν, αφού η διάρκεια της κρο-

ύσης είναι αµελητέα.

E = K + U ⇒ 1

2
DA′2 =

1

2
(m1 +m2)υ

2
k +

1

2
Dx21 ⇒ A′ = 0, 5J

Γ.3 Να εκφράσετε την κινητική ενέργεια του συσσωµατώµατος σε συνάρ-
τηση µε την αποµάκρυνση. Να σχεδιάσετε (µε στυλό) σε ϐαθµολογη-
µένους άξονες την κινητική ενέργεια του συσσωµατώµατος σε συνάρτη-
ση µε την αποµάκρυνση.

K = E − U =
1

2
DA′2 − 1

2
Dx2 ⇒ K = 12, 5− 50x2 (S.I) − 0, 5m ≤ x ≤ 0, 5m

Γ.4 Να ϐρεθεί ο ϱυθµός µεταβολής της Κινητικής ενέργειας του συσσωµα-
τώµατος την χρονική στιγµή που η Κινητική Ενέργεια είναι τριπλάσια
της ∆υναµικής ενέργειας παραµόρφωσης του ελατηρίου για 2η ϕορά.
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Επειδή η µόνη ασκούµενη δύναµη στην διεύθυνση της ταλάντωσης είναι

η δύναµη του ελατηρίου, τη ενέργεια παραµόρφωσης του ελατηρίου ϑα

ταυτίζεται µε την δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης. Εφαρµόζω την

Α∆ΕΤ για να υπολογίσω ϑέση και ταχύτητα.

E = K + U ⇒ E = 3U ⇒ x = ±A
′

2

E = K + U ⇒ E =
4K

3
⇒ υ = ±

√
3

2
υmax

Ο Ϲητούµενος ϱυθµός µεταβολής ϑα είναι :

dK

dt
= −Dxυ = −k

(
−A

′

2

)(
+

√
3

2
ωA′

)
= 31, 25

√
3J/s

Θέµα ∆

Τα σώµατα Σ1 , Σ2 του σχήµατος έχουν µάζες m1 = m2 = m = 1kg και
συνδέονται µε αβαρές µη εκτατό νήµα. Το Σ1 είναι στερεωµένο στο κάτω
άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k1 = 100N/m, το άλλο
άκρο του οποίου είναι στερεωµένο σε οροφή. Τα δύο σώµατα ισορροπούν,
όπως ϕαίνεται στο σχήµα και σε κάποια χρονική στιγµή κόβεται το νήµα
που συνδέει τις δύο µάζες.

∆.1 Να αποδείξετε ότι το Σ1 εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση και να υπο-
λογίσετε την περίοδο της.

Για την ϑέση ισορροπίας που το ελατήριο είναι σε επιµήκυνση κατά ∆lo:

ΣF = 0⇒ k1∆l1 = m1g ⇒ ∆l1 =
m1g

k1
(1)

Για µια τυχαία ϑέση κάτω από την Θέση ισορροπίας :

http://www.perifysikhs.com 8
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k1

Σ2

Σ1

Σ3

k2

h

ΣF = mg − k1(∆l1 + y)⇒ ΣF = −k1y (2)

Για την περίοδο :

D = k1 = m1ω
2 ⇒ ω = 10rad/s⇒ T =

2π

ω
⇒ T =

π

5
s

∆.2 Να γράψετε την εξίσωση της ταχύτητας του Σ1 σε συνάρτηση µε τον
χρόνο και να σχεδιάσετε σε ϐαθµολογηµένους άξονες το αντίστοιχο δι-
άγραµµα. Να ϑεωρήσετε ως χρονική στιγµή to = 0 την στιγµή που
κόβουµε το νήµα και ως ϑετική την ϕορά προς τα κάτω.

Στην αρχική ϑέση ισορροπίας και των δύο σωµάτων, πριν κοπεί το νήµα

το ελατήριο είναι σε επιµήκυνση ∆l2. Αυτή η ϑέση είναι και η ακραία

ϑέση.

http://www.perifysikhs.com 9
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ΣF = 0⇒ k1∆l2 = (m1 +m2)g ⇒ ∆l2 =
(m1 +m2)g

k1

A = ∆l2 −∆l1 ⇒ A =
m2g

k1
= 0, 1m

Αφού ϑετική είναι η ϕορά προς τα κάτω το σώµα ξεκινά από την ακραία

ϑετική ϑέση άρα φo = π/2

y = 0.1ηµ
(

10t+
π

2

)
⇒ υ = συν

(
10t+

π

2

)
(S.I.)

∆.3 Να γράψετε την εξίσωση της δύναµης του ελατηρίου σε συνάρτηση µε
την αποµάκρυνση από την ϑέση ισορροπίας.

Σ~F = ~Fελ + ~w = −D~y

mg − Fελ = −k1y ⇒ Fελ = 10 + 100y (S.I.) − 0, 1m ≤ y ≤ +0, 1m

http://www.perifysikhs.com 10
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Στο κάτω µέρος του Σ2 και σε απόσταση h από την αρχική του ϑέση ι-
σορροπεί σώµα Σ3 µάζας m3 = 2m δεµένο στο πάνω άκρο κατακόρυφου
ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k2 = 200N/m. Πριν κόψουµε το νήµα ε-
κτρέπουµε το Σ3 από την ϑέση ισορροπίας του συµπιέζοντας επιπλέον το
ελατήριο κατά d =

π

5
m.

Την στιγµή που ϑεωρήσαµε ως στιγµή to = 0 αφήνουµε ελεύθερο το Σ3

από την ϑέση αρχικής εκτροπής µε αποτέλεσµα να εκτελέσει απλή αρµονική
ταλάντωση. Το Σ3 συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε το Σ2, που κινείται
στην διεύθυνση του άξονα του ελατηρίου, την χρονική στιγµή που διέρχεται
για πρώτη ϕορά από την Θέση ισορροπίας του.

∆.4 Να ϐρεθεί το ύψος h και η µεταβολή της ορµής του Σ2 εξαιτίας της
κρούσης.

Το Σ3 ϑα εκτελέσει ταλάντωση ξεκινώντας από την ακραία του ϑέση,

άρα σε χρονικό διάστηµα ∆t =
T3
4

ϑα συγκρουστεί µε το Σ2 έχοντας την

µέγιστη ταχύτητα του, αφού η κρούση γίνεται στην Θέση ισορροπίας του.

k2 = m3ω
2
3 ⇒ T3 = 2π

√
m3

k2
=
π

5
s

Για την ελεύθερη πτώση του Σ2 ισχύει :

h =
1

2
g∆t2 ⇒ h =

1

8
m.

υ2 = g∆t⇒ υ2 =
π

2
m/s

Η ταχύτητα του Σ3 πριν την κρούση ϑα έχει ϕορά προς τα πάνω και το

µέτρο της ϑα είναι :

υ3 = ω3A3 = ω3d⇒ υ3 = 2πm/s

http://www.perifysikhs.com 11
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Για την ελαστική κρούση ισχύει (υ2 = +π/2m/s, υ3 = −2πm/s):

υ′3 =
m3 −m2

m3 +m2
υ3 +

2m2

m2 +m3
υ2 ⇒ υ′3 = −π

3
m/s

υ′2 =
m2 −m3

m3 +m2
υ2 +

2m3

m2 +m3
υ3 ⇒ υ′2 = −14π

3
m/s

Η µεταβολή της ορµής για το Σ2 ϑα είναι :

∆p2 = m2υ
′
2 −m2υ2 = −17π

6

∆.5 Να ϐρεθεί ο λόγος της ενέργειας ταλάντωσης που ϑα εκτελέσει το Σ3

µετά την κρούση , προς την ενέργεια της ταλάντωσης του πριν την
κρούση.

Η ταχύτητα του Σ3 µετά την κρούση είναι η µέγιστη ταχύτητα για την νέα

ταλάντωση του, αφού η ϑέση µετά την κρούση είναι η Θέση ισορροπίας

της ταλάντωσης.

E ′

E
=

1
2m3υ

2
3

1
2m3υ′23

=

(
υ′3
υ3

)2

=
5

180
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