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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

Μηχανική Στερεού - µέρος ΙΙ

Ενδεικτικές Λύσεις

Κυριακή 28 Φλεβάρη 2016

Θέµα Α

Α.1. ΄Ενα στερεό σώµα περιστρέφεται γύρω από ακλόνητο άξονα. Εάν δι-
πλασιαστεί η στροφορµή του, χωρίς να αλλάξει ο άξονας περιστροφής γύρω
από τον οποίο αυτό περιστρέφεται, τότε η κινητική του ενέργεια :

(δ) τετραπλασιάζεται

Α.2. Σε ένα σώµα ασκείται Ϲεύγος δυνάµεων:

(ϐ) η στροφορµή του ϑα µεταβληθεί

Α.3. Σε στερεό σώµα που περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα περιστρο-
ϕής ενεργεί σταθερή ϱοπή .Το µέγεθος που αυξάνεται µε σταθερό ϱυθµό
είναι :

(γ) η στροφορµή του στερεού.

Α.4. Υποθέτουµε ότι κλιµατολογικές συνθήκες επιβάλλουν την µετανάστευ-
ση του πληθυσµού της Γης προς τις πολικές Ϲώνες. Η κινητική ενέργεια λόγω
περιστροφής της Γης γύρω από τον άξονά της :

(γ) ϑα αυξηθεί.
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Α.5.

(α) Η µεταφορική κίνηση ενός µηχανικού στερεού µπορεί να είναι καµπυ-
λόγραµµη . Σωστό

(ϐ) Η ϱοπή αδράνειας εκφράζει στην περιστροφή ότι εκφράζει η µάζα στη
µεταφορική κίνηση και, όπως και η µάζα, είναι ένα σταθερό µονόµετρο
µέγεθος. Λάθος

(γ) Η περίοδος της ιδιοπεριστροφής της Γης είναι σταθερή επειδή η ελκτική
δύναµη που δέχεται από τον ΄Ηλιο δεν δηµιουργεί ϱοπή, αφού ο ϕορέας
της δύναµης αυτής διέρχεται από το κέντρο µάζας της Γης. Σωστό

(δ) Στην κύλιση ενός τροχού, το υλικό σηµείο που απέχει την µεγαλύτερη
απόσταση από το δάπεδο έχει κάθε χρονική στιγµή ταχύτητα διπλάσιου
µέτρου από την αντίστοιχη ταχύτητα του κέντρου µάζας του τροχού.
Λάθος

(ε) Το συνολικό έργο της τριβής που ασκείται σε ένα στερεό το οποίο κυ-
λίεται µε ταυτόχρονη ολίσθηση είναι µηδενικό. Λάθος

Θέµα Β

Wy

           
                 

                 R

h

Wx
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Β.1. Η οµογενής και συµπαγής σφαίρα ακτίνας R του σχήµατος ισορροπεί
σε κεκλιµένο επίπεδο γωνίας κλίσης φ µε την ϐοήθεια ακλόνητου εµποδίου

το οποίο έχει ύψος h =
R

2
.

Η σφαίρα υπερπηδά το εµπόδιο αν η γωνία κλίσης φ του κεκλιµένου
επιπέδου είναι µεγαλύτερο από:

(ϐ) 60o

Η σφαίρα ϑα περιστραφεί µε στιγµιαίο άξονα περιστροφής το σηµείο επαφής
της σφαίρας µε το σώµα, αν η ϱοπή της οριζόντιας συνιστώσας του ϐάρους
υπερνικήσει την ϱοπή της κατακόρυφης συνιστώσας του ϐάρους δηλαδή:

τwx
> τwy

⇒ mgηµφ
R

2
> mgσυνφ

√
R2 − (

R

2
)2 ⇒ εφφ >

√
3

Β.2. Μια οµογενής σφαίρα µάζας m και ακτίνας r αφήνεται ελεύθερη να
κινηθεί από το ανώτερο σηµείο Α ενός ηµικυκλικού µεταλλικού οδηγού α-
κτίναςR = 8r. Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και η ϱοπή αδράνειας

ως προς τη κέντρο µάζας της ισούται µε Icm =
2

5
mr2.

΄Οταν η σφαίρα διέρχεται από το κατώτερο σηµείο ∆ της τροχιάς της η
κάθετη δύναµη που δέχεται από το ηµισφαίριο έχει µέτρο :

(γ)
17

7
mg
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Επειδή το κέντρο µάζας της σφαίρας κινείται πάνω στην περιφέρεια κύκλου
ακτίνας R− r ϑα ισχύει ότι :

N −mg = Fk ⇒ N = m
υ2cm
R− r

+mg

Για την κάθοδο του σώµατος ϑα εφαρµόσω το ΘΜΚΕ ώστε να υπολογίσω
την ταχύτητα του κέντρου µάζας στο κατώτερο σηµείο ∆. Λαµβάνω υπόψιν ότι
στην κύλιση χωρίς ολίσθηση υcm = ωr

∆K = ΣW ⇒ 1

2
Icmω

2 +
1

2
mυ2cm = mg(R− r)⇒ υ2cm =

10gR

8

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι N =
17

7
mg

Β.3. Λεπτή κυκλική στεφάνη ακτίνας R και µάζας M περιστρέφεται µε
γωνιακή ταχύτητα ωo, ενώ το κέντρο µάζας της είναι ακίνητο. Τη χρονική
στιγµή to = 0 αφήνουµε τη στεφάνη, χωρίς να επηρεάσουµε την κίνηση
της σε µη λείο οριζόντιο επίπεδο µε συντελεστή τριβής µ. Την χρονική
στιγµή t1 η ταχύτητα του σηµείου επαφής της στεφάνης µε το δάπεδο ϑα
έχει µηδενιστεί. Για την χρονική στιγµή t1 ισχύει :

υγρ

Τ

U = 0 (Κύλιση χωρίς 
ολίσθηση)t =0

t1

υγρ υcm

(α) t1 =
ωoR

2µg

Η ϱοπή αδράνειας για την κυκλική στεφάνη ϑα είναι :
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I = m1R
2 +m2R

2 +m3R
2 + .....⇒ I = MR2

Η τριβή ολίσθηση ϑα είναι ίση µε T = µN = µmg. Εφαρµόζωντας τους
ϑεµελιώδεις νόµους της µηχανικής για την µεταφορική και περιστροφική
κίνηση ϑα προκύψουν οι επιταχύνσεις.

Στ = Iαγων ⇒ αγων =
µg

R

ΣF = Mαcm ⇒ αcm = µg

Το σώµα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει την χρονική στιγµή t1 που η ταχύτητα
του σηµείου επαφής µε το δάπεδο αποκτά ταχύτητα µηδέν, δηλαδή την στιγµή
που η ταχύτητα λόγο της στροφικής κίνησης γίνει ίση µε την ταχύτητα λόγω
της µεταφορικής κίνησης.

υcm = ωR⇒ αcmt1 = (ωo − αγωνt1)R⇒ t1 =
ωoR

2µg

Θέµα Γ

Η λεπτή οµογενής δοκός ΑΒ του σχήµατος µήκους L = 7, 5
√

2mκαι
µάζας M = 20kg ακουµπά σε λείο κατακόρυφο τοίχο ΟΒ και ισορροπεί
σχηµατίζοντας γωνία φ = 45o µε το οριζόντιο δάπεδο. ΄Ενας οµογενής,
λεπτός δίσκος µάζας m = 1kg και ακτίνας R κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει
κατά µήκος της δοκού προς το άκρο Β, υπό την επίδραση δύναµης µέτρου
F = 20

√
2N , παράλληλης στη δοκό, όπως ϕαίνεται στο σχήµα.

Γ.1 Να υπολογίσετε το µέτρο της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας αcmτου
δίσκου.

Εφαρµόζω για τον δίσκο τους νόµους της κίνησης

– Μεταφορική Κίνηση

ΣFx = macm ⇒ mgηµφ− Ts = macm ,ΣFy = 0⇒ mgσυνφ = N
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– Περιστροφική Κίνηση

Στ = Iaγ ⇒ TsR =
1

2
mR2aγ

– Συνθήκη Κύλισης χωρίς ολίσθηση

acm = aγR

Λύνω το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων και προκύπτει : acm = 10
√

2m/s2

Γ.2 Να υπολογίσετε το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας υcm του
δίσκου τη στιγµή που ϕτάνει στο ανώτερο σηµείο Β της δοκού, αν ο
δίσκος ξεκίνησε να κινείται από τη ϐάση Α χωρίς ταχύτητα.

Ο δίσκος ανεβαίνει µε σταθερή επιτάχυνση:

υcm = acmt xcm = L =
1

2
acmt

2

Λύνοντας το σύστηµα προκύπτει :
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υcm = 10
√

3m/s

Γ.3 Να υπολογίσετε το µέτρο και την διεύθυνση της δύναµης που ασκεί ο
δίσκος στην ϱάβδο κατά την άνοδο.

Ο δίσκος ασκεί στην ϱάβδο δύο δυνάµεις την Στατική τριβή που είναι
παράλληλη στην ϱάβδο και την κάθετη αντίδραση που είναι κάθετη στην
ϱάβδο. Υπολογίζω πρώτα την δύναµη που ασκεί η ϱάβδος στον δίσκο και
η ¨αντίδραση¨ της ϑα είναι η δύναµη στην ϱάβδο.

ΣFy = 0⇒ N = wy = mgσυνφ = 5
√

2N

Ts =
1

2
macm = 5

√
2N

Η συνισταµένη δυνάµεων ϑα είναι :
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A =
√
T 2
s +N 2 = 10N

Η κατεύθυνση της ϑα είναι εφθ =
N

Ts
= 1

Γ.4 Να υπολογίσετε τον ελάχιστο συντελεστή οριακής στατικής τριβής µετα-
ξύ δοκού και δαπέδου ώστε ο δίσκος να ϕτάσει στο άκρο Β της δοκού,
χωρίς η δοκός να ολισθήσει στο δάπεδο.

Εφαρµόζουµε συνθήκες ισορροπίας για την δοκό :

ΣFy = 0⇒ N1 = Mg = 200N

ΣFx = 0⇒ N2 = Ts + A⇒ N2 = Ts + 10

Στ = 0⇒ N2Lηµφ = Mg
L

2
συνφ = +FLηµφ ⇒ N2 = 110N

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι Ts = 100N
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Για να µην ολισθαίνει η δοκός πρέπει :

Ts ≤ µsN1 ⇒ µs ≥ 0, 5⇒ µs(min) = 0, 5

Γ.5 Να υπολογίσετε το % ποσοστό του έργου της δύναµης F µου έχει µε-
τατραπεί σε Κινητική ενέργεια περιστροφής κατά την µετακίνηση από
την ϑέση Α στην ϑέση Β.

Kπερ

WF
· 100% = 20%

*Τα σχήµατα είναι από το study4exams.gr

Θέµα ∆

Σας δίνεται µια διπλή τροχαλία που αποτελείται από δύο οµόκεντρους
δίσκους που είναι συγκολληµένοι µεταξύ τους και µπορεί να περιστρέφεται
χωρίς τριβές γύρω από ακλόνητο άξονα που διέρχεται από το κέντρο της.

Κ

AΓ

Σ1

Ο δίσκος (1) έχει ακτίνα R1 = 0, 2m και µάζα M1 = 1kg και έχουµε
τυλίξει στην περιφέρεια του αβαρές και µη εκτατό νήµα στο ελεύθερο άκρο
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του οποίου έχουµε συνδέσει σώµα Σ! µάζας m1. Ο δίσκος (2) έχει ακτίνα
R2 = 2R1 και µάζα M2 = 2M1 και έχουµε τυλίξει σε αυτόν αβαρές και µη
εκτατό νήµα στο ελεύθερο άκρο του οποίου έχουµε συνδέσει το άκρο Γ µιας
οµογενούς και ισοπαχούς ϱάβδους µάζας m = 1kg και µήκους L = 0, 3m.
Η ϱάβδος µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από το άλλο άκρο της
Α που είναι στερεωµένο σε άρθρωση.

∆.1 Αν το σύστηµα των τριών σωµάτων ισορροπεί να υπολογίσετε :

α. τη µάζα m1 του σώµατος Σ1.
Εφαρµόζουµε τις συνθήκες ισορροπίας σε κάθε σώµα. Για την ϱάβδο :

Στ(A) = 0⇒ TL = mg
L

2
⇒ T = 5N = T ′ (1)

Για την τροχαλία :

Στ(K) = 0⇒ T ′1R1 = T ′R2 ⇒ T ′1 = 10N = T1 (2)

Για το σώµα:

m1g = T1 ⇒ m1 = 1kg (3)
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ϐ. το µέτρο της δύναµης που δέχεται η ϱάβδος από την άρθρωση.
Για την ϱάβδο :

ΣFy = 0⇒ Fαξ + T = mg ⇒ Fαξ = 5N (4)

∆.2 Τη χρονική στιγµή που ϑεωρούµε ως to = 0 κόβουµε το νήµα που
συγκρατεί την ϱάβδο. Να υπολογίσετε :

Εφαρµόζω το Θεώρηµα Steiner για την ϱάβδο :

I = Icm +m(
L

2
)2 =

1

3
mL2

Η ϱάβδος αποκτά την µέγιστη ταχύτητα της στην κατακόρυφη ϑέση, ε-
ϕαρµόζω ΘΜΚΕ για την κάθοδο της ϱάβδου :

∆K = ΣW ⇒ 1

2
Iω2 = mg

L

2
⇒ ω = 10rad/s

Υπολογίζω την ϱοπή αδράνειας για το σύστηµα της διπλής τροχαλίας :
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I =
1

2
M1R

2
1 +

1

2
M2R

2
2

Για το σύστηµα τροχαλίας - µάζας εφαρµόζω τους Νόµους της Κίνησης :

mg − T2 = ma

T2R1 = Iaγ

a = aγR1

Προκύπτει ότι : a =
20

11
m/s και aγ =

100

11
m/s2

α. τη χρονική στιγµή t1 που η γωνιακή ταχύτητα της τροχαλίας γίνεται
τετραπλάσια από την µέγιστη γωνιακή ταχύτητα της ϱάβδου κατά
την κάθοδο της.

ω′ = 4ω = 40rad/s = aγt1 ⇒ t1 = 4, 4s

ϐ. τη δύναµη που δέχεται η ϱάβδος από τον άξονα περιστροφής της,
όταν διέρχεται από την κατακόρυφη ϑέση της.
΄Οταν διέρχεται από την κατακόρυφη ϑέση:

ΣFy =
mυ2cm
r
⇒ F −mg ⇒ F = mg +mω2L

2
⇒ F = 25N

http://www.perifysikhs.com 12
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γ. τη ϑέση στην οποία σταµατάει η ϱάβδος για πρώτη ϕορά, αφού
περάσει από την κατακόρυφη ϑέση της. Λόγω της διατήρησης της
Ενέργειας κατά την περιστροφή της ϱάβδου η ϱάβδος ϑα σταµατήσει
όταν περιστραφεί κατά 180o από την αρχική της ϑέση στην. Αν
εφαρµόσουµε Α∆ΜΕ ή ΘΜΚΕ ϑα το δείξουµε.

δ. τον ϱυθµό µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος διπλή τρο-
χαλία - Σ1.

dLολ

dt
= Στεξ = m1gR1 = 2kgm/s2

ε. το έργο της τάσης του νήµατος που ασκείται από το νήµα στην
τροχαλία, από την στιγµή to = 0 µέχρι την στιγµή t1.
Εφαρµόζω το ΘΜΚΕ στην τροχαλία για την παραπάνω κίνηση

∆K = W ⇒ W =
1

2
Iω′2 = 144J

Τα σχήµατα είναι από τον συνάδελφο vmarousis
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