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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

Ταλαντώσεις/Κύµατα/Doppler
Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Α.1. Σηµειακό αντικείµενο εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε την ε-
πίδραση κατάλληλης δύναµης. Την χρονική στιγµή to = 0 διέρχεται από
την Θέση ισορροπίας του κινούµενο προς την µέγιστη αρνητική αποµάκρυν-
ση.

(ϐ) Τα διανύσµατα της ταχύτητας και της συνισταµένης δύναµης είναι ο-

µόρροπα στο χρονικό διάστηµα
T

4
< t <

T

2
.

Α.2. Τα µεγάλα τεχνικά έργα ( κρεµαστές γέφυρες, ουρανοξύστες κλπ) κα-
τασκευάζονται έτσι ώστε :

(ϐ) να αποφεύγεται το ϕαινόµενο του συντονισµού όταν γίνεται σεισµός.

Α.3. Υλικό σηµείο µάζας m εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Η απο-
µάκρυνση του υλικού σηµείου από την Θέση ισορροπίας δίνεται σε συνάρ-
τηση µε τον χρόνο από την εξίσωση:

x = Aηµ(ωt) + Aσυν(ωt)

Το έργο της δύναµης επαναφοράς που δέχεται το υλικό σηµείο στο χρο-

νικό διάστηµα [0,
T

8
], όπου Τ η περίοδο της ταλάντωσης, είναι :

(α) −1

2
mω2A2

1
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Α.4. Αρµονικό κύµα, µήκους κύµατος λ και πλάτους A = λ
4 , διαδίδεται

κατά µήκος του άξονα x′Ox, προς την ϑετική ϕορά του άξονα. Το υλικό
σηµείο Ο(x = 0) εκτελεί ταλάντωση µε εξίσωση y = Aηµ(ωt). Η µέγιστη
απόσταση δύο υλικών σηµείων του µέσου που ταλαντώνονται µε διαφορά
ϕάσης π είναι :

(α) dmax =
λ
√

2

2

Α.5.

(α) Σώµα εκτελεί ϕθίνουσα ταλάντωση µε την επίδραση δύναµης απόσβε-
σης της µορφής F ′ = −bυ. Ο ϱυθµός µείωσης του πλάτους είναι
ανεξάρτητος της σταθεράς b. Λάθος

(ϐ) Η περίοδος ενός διακροτήµατος είναι ο χρόνος ανάµεσα σε δύο διαδο-
χικούς µηδενισµούς της αποµάκρυνσης από την Θέση ισορροπίας, για
ένα σώµα που εκτελεί ταυτόχρονα δύο απλές αρµονικές ταλαντώσεις
γύρω από την ίδια ϑέση ισορροπίας και σε ίδια διεύθυνση µε παρα-
πλήσιες συχνότητες. Λάθος

(γ) Ο ήχος είναι ένα διαµήκες κύµα. Σωστό

(δ) Το ϕαινόµενο Doppler είναι αποτέλεσµα της σχετικής κίνησης ανάµε-
σα σε µια σηµειακή πηγή ηχητικών κυµάτων και έναν παρατηρητή.
Σωστό

(ε) Σε ένα στάσιµο κύµα όλα τα σηµεία του µέσου ταλαντώνονται µε το ίδιο
πλάτος. Λάθος

Θέµα Β

Β.1. Σώµα µάζας m είναι δεµένο στο άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατη-
ϱίου σταθεράς k που έχει το άλλο άκρο του στερεωµένο στην οροφή του σχο-
λικού εργαστηρίου. Με κατάλληλο µηχανισµό στο σώµα ασκείται συνεχώς

περιοδική δύναµη µε εξίσωση Fδ = Foσυν(

√
2k

m
t) η οποία το εξαναγκάζει

να εκτελεί ταλάντωση σταθερού πλάτους Α.
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Αν Umax , Kmax η µέγιστες τιµές της ∆υναµικής και της Κινητικής ενέρ-
γειας ταλάντωσης του σώµατος τότε :

ϐ. Umax =
Kmax

2

Η γωνιακή συχνότητα ταλάντωσης είναι ίση µε την συχνότητα της διεγε-

ίρουσας δύναµης ω =

√
2k

m

Kmax

Umax
=

1
2mυ

2
max

1
2kA

2
=
mω2A2

kA2
= 2

Β.2. Σε κάποιο σηµείο στην επιφάνεια ενός υγρού δηµιουργούµε κύµατα
µε την σηµειακή πηγή Π. Στο σηµείο Σ της επιφάνειας, σε απόσταση α από
την πηγή, τα κύµατα µπορούν να ϕτάσουν απευθείας ή να ανακλαστούν
στον ανακλαστήρα Α που ϐρίσκεται στην επιφάνεια του υγρού και πάνω
στην µεσοκάθετο του τµήµατος ΠΣ.

Αν µετακινήσουµε τον ανακλαστήρα παρατηρούµε πως όταν απέχει α-
πόσταση H από το Ο, το σηµείο Σ παραµένει συνέχεια ακίνητο, ενώ για
πρώτη ϕορά, κάνει ταλάντωση µε µέγιστο πλάτος, όταν ο ανακλαστήρας
µετακινείται κατά d. Το µήκος κύµατος ισούται µε :

(ϐ) 2
√

4(H + d)2 + a2 − 2
√

4H2 + a2
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Στην αρχική ϑέση του ανακλαστήρα το σηµείο Ο είναι σηµείο αποσβεστικής

συµβολής. ∆ηλαδή πρέπει (ΠΑΣ) – (ΠΣ) =
λ

2

2
√
H2 + (a/2)2 − a =

λ

2
⇒

√
4H2 + a2 − a =

λ

2

Στην νέα ϑέση του ανακλαστήρα το σηµείο Ο είναι το πρώτο σηµείο ενισχυ-

τικής συµβολής. ∆ηλαδή πρέπει (ΠΑΣ) – (ΠΣ) = λ

2
√

(H + d)2 + (a/2)2 − a = λ⇒
√

4(H + d)2 + a2 − a = λ

Αφαιρώντας κατά µέλη τις παραπάνω σχέσης ϐρίσκω το µήκος κύµατος.

Β.3. ∆ύο σώµατα Α και Β µε µάζες m1 και m2 αντίστοιχα , ϕέρουν ανιχνευ-
τές ηχητικών κυµάτων και ϐρίσκονται µπροστά από ηχητική πηγή S, που
εκπέµπει ήχο συχνότητας fs. Τα σώµατα ϐρίσκονται πάνω σε λείο επίπεδο
και το Α συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε το Β. Στο παρακάτω σχήµα
ϕαίνεται η ϑέση των σωµάτων πριν την κρούση.

S

A B
UA

Ο ανιχνευτής του σώµατος Α πριν την κρούση καταγράφει συχνότητα

fA =
11fs
10

και ο ανιχνευτής του σώµατος Β µετά την κρούση καταγράφει

συχνότητα f ′B =
21fs
20

. Ο λόγος των µαζών των δύο σωµάτων ϑα είναι :

(ϐ)
m1

m2
=

1

3
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Η συχνότητα που καταγράφει ο Α πριν την κρούση:

υ + υ1
υ

fs =
11

10
fs ⇒ υ1 =

υ

10

Η συχνότητα που καταγράφει ο Β µετά την κρούση:

υ + υ′2
υ

fs =
21

10
fs ⇒ υ′2 =

υ

20

Επειδή η κρούση είναι κεντρική και ελαστική :

υ′2 =
2m1

m1 +m2
υ1 ⇒

m1

m2
=

1

3

Θέµα Γ
∆ύο πηγές αρµονικών κυµάτων Π1 και Π2 ϐρίσκονται στα σηµεία Κ και

Λ της επιφάνειας υγρού και απέχουν µεταξύ τους απόσταση d = 10m. Οι
πηγές ταλαντώνονται κατακόρυφα µε εξίσωση της µορφής y = 10ηµ(ωt) µε y
σε cm, εκτελώντας 2 ταλαντώσεις το δευτερόλεπτο, δηµιουργώντας εγκάρσια
επιφανειακά κύµατα που διαδίδονται µε ταχύτητα υδ = 4m/s

Σε ένα σηµείο Σ της επιφάνειας του υγρού που απέχει από τις δύο πηγές
αποστάσεις r1 = 12m και r2 = 8m, επιπλέει µια σηµαδούρα µάζας m.

Από τα δεδοµένα µπορώ να υπολογίσω τα ακόλουθα: f = 2Hz, υδ =
λf ⇒ λ = 2m. Αφού r1−r2 = 4 = 2λ το σηµείο Σ ϑα είναι σηµείο ενισχυτικής

συµβολής.

Γ.1 Να υπολογίσετε τη χρονική στιγµή που ξεκινά να ταλαντώνεται η σηµα-
δούρα και την χρονική στιγµή που αποκτά για πρώτη ϕορά την µέγιστη
δυναµική ενέργεια ταλάντωσης.

Η σηµαδούρα ξεκινά την ταλάντωση όταν ϕτάνει το κύµα από την πλη-

σιέστερη πηγή. t2 =
r2
υδ

= 2s.

Το δεύτερο κύµα ϑα ϕτάσει την χρονική στιγµή t1 =
r1
υδ

= 3s.

Η στιγµή που η σηµαδούρα ϑα έχει αποκτήσει για πρώτη ϕορά µέγιστη

δυναµική ενέργεια ταλάντωσης ϑα είναι : t = t1 +
T

4
= 3, 125s
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Γ.2 Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο του κύµατος από την Π1 την χρονική
στιγµή t = 1, 25s. Θεωρήστε ότι τα δύο κύµατα δεν συµβάλλουν σε
κανένα σηµείο της επιφάνειας µέχρι την στιγµή αυτή.

Το κύµα ϑα έχει προχωρήσει κατά x = υδt = 5m = 2λ+
λ

2

0 , 0 2 , 5 5 , 0

- 1 0

0

1 0
y ( c m )

x ( m )

Γ.3 Να ϐρείτε το πλήθος των σηµείων του ευθυγράµµου τµήµατος ΚΛ που
παραµένουν ακίνητα µετά την συµβολή των δύο κυµάτων.

Για ακίνητο σηµείο του τµήµατος ΚΛ πρέπει : r2 − r1 = (2N + 1)
λ

2
και

r2 + r1 = d. Προσθέτοντας τις δύο σχέσεις προκύπτει : r2 = N + 5, 5

0 ≤ r2 ≤ d⇒ 0 ≤ N + 5, 5 ≤ 10⇒ −5, 5 ≤ N ≤ 4, 5

΄Αρα Ν = -5, -4 , -3 , -2, -1 , 0 ,1 ,2, 3, 4 , άρα 10 σηµεία αποσβεστικής

συµβολής.

Γ.4 Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση του πλάτους ταλάντωσης της
σηµαδούρας από την ϑέση ισορροπίας, σε συνάρτηση µε τον χρόνο,
από την to = 0 µέχρι τη στιγµή t = 3, 5s

http://www.perifysikhs.com 6
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0 , 0 0 , 5 1 , 0 1 , 5 2 , 0 2 , 5 3 , 0 3 , 5 4 , 0
0

1 0

2 0
A ( c m )

t ( s )
Γ.5 ΄Εστω ότι την χρονική στιγµή t1 = 1, 5sec η Π2 ακινητοποιείται ακαρια-

ία στη ϑέση ισορροπίας της. Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση
της αποµάκρυνσης της σηµαδούρας από την ϑέση ισορροπίας της, σε
συνάρτηση µε τον χρόνο, από την to = 0 µέχρι την t = 4, 5s.

0 , 0 0 , 5 1 , 0 1 , 5 2 , 0 2 , 5 3 , 0 3 , 5 4 , 0 4 , 5 5 , 0

- 2 0

- 1 0

0

1 0

2 0

y ( c m )

t ( s )

Γ.6 Τοποθετώ την σηµαδούρα σε ένα σηµείο της µεσοκαθέτου του τµήµα-
τος ΚΛ και αλλάζω τις ϱυθµίσεις λειτουργίας της Π2. Να γράψετε την

http://www.perifysikhs.com 7
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εξίσωση ταλάντωσης της Π2, ωστε η σηµαδούρα να παραµένει ακίνητη
µετά την συµβολή των δύο κυµάτων. Θέµα Bonus

Για να µένει η σηµαδούρα ακίνητη, πρέπει όλα τα σηµεία της µεσοκα-

ϑέτου (r1 = r2) να είναι σηµεία αποσβεστικής συµβολής. Αν η ταλάντωση

της Π2 έχει εξίσωση y2 = Aηµ(ωt+ φo), τότε εφαρµόζουµε την αρχή της

επαλληλίας για τις δύο ταλαντώσεις ενός σηµείου της µεσοκαθέτου.

y = y1 + y2 = 0⇒ y1 = −y2 ⇒ Aηµ2π(ft− r1
λ

) = −Aηµ2π(ft− r2
λ

+
φo
2π

)

ωt− 2π
r1
λ
− (ωt− 2π

r2
λ

+ φo) = 2κπ + π ⇒ φo = 2κπ + π, κ = 0, 1, 2, ...

΄Αρα η Π2 πρέπει να είναι σε αντίθεση ϕάσης µε την Π1: y2 = 10ηµ(ωt+π)

Θέµα ∆
Σε ύψος h από το έδαφος ισορροπεί σώµα Σ1 µάζας m1 = 1kg δεµένο

στο κάτω άκρο ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k = 100N/m το άλλο άκρο
του οποίου είναι στερεωµένο στην οροφή ερευνητικού εργαστηρίου. ΄Ενα
δεύτερο σώµα Σ2 µάζας m2 εκτοξεύεται µε ταχύτητα υo = 5m/s από το
έδαφος και συγκρούεται ελαστικά και κεντρικά µε το Σ1 την χρονική στιγµή
to = 0. Αµέσως µετά την κρούση το Σ2 ακινητοποιείται στιγµιαία και το Σ1

αρχίζει να εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Η µέγιστη δυναµική ενέργεια
του ελατηρίου κατά την διάρκεια της ταλάντωσης είναι ίση µε 8J .

Στο σώµα Σ1 είναι προσαρµοσµένη αβαρής σηµειακή πηγή ηχητικών κυ-
µάτων συχνότητας fS = 680Hz, ενώ στο Σ2 είναι προσαρµοσµένος αβαρής
ανιχνευτής ηχητικών κυµάτων.

Από τα δεδοµένα υπολογίζουµε την µέγιστη παραµόρφωση του ελατηρίου

κατά την διάρκεια της ταλάντωσης : Uελ = 1
2k∆l2 ⇒ ∆lmax = 0, 4m.

Εφαρµόζουµε την συνθήκη ισορροπίας στην ϑέση ισορροπίας του Σ1: ΣF =
0⇒ m1g = k∆lo ⇒ ∆lo = 0, 1m.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το πλάτος της ταλάντωσης του Σ1 ϑα είναι

ίσο µε : A = ∆lmax −∆lo = 0, 3m. Η συχνότητα της ταλάντωσης ϑα ισούται

http://www.perifysikhs.com 8
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µε ω =

√
k

m1
= 10rad/sΗ ταχύτητα που ϑα αποκτήσει το Σ1 µετά την κρούση

ϑα είναι υ′1 = υmax = ωA = 3m/s.
Η κρούση είναι κεντρική και ελαστική, αφού τα σώµατα έχουν την ίδια

µάζα ϑα ανταλλάσσουν ταχύτητες. ΄Αρα υ′2 = υ1 = 0 και υ′1 = υ2 = 3m/s

∆.1 Να υπολογιστεί η συχνότητα που καταγράφει ο ανιχνευτής του Σ2 την
στιγµή της εκτόξευσης.

Την στιγµή της εκτόξευσης ισχύει :

f =
υ + υo
υ

fs ⇒ f = 690Hz

∆.2 Να υπολογιστεί η αρχική απόσταση h των σωµάτων.

Εφαρµόζω το Θεώρηµα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας κατά την

άνοδο του Σ2

∆K = ΣW ⇒ 1

2
m2υ

2
2 −

1

2
m2υ

2
o = −m2gh⇒ h = 0, 8m

∆.3 Να υπολογιστεί η χρονική στιγµή κατά την οποία το Σ1 διέρχεται για
πρώτη ϕορά από την ϑέση που το ελατήριο είναι συσπειρωµένο κατά
0, 05m.

Θεωρώντας ως ϑετική την ϕορά της ταχύτητας του Σ1 µετά την κρούση η

εξίσωση της ταλάντωσης ϑα είναι : y = 0, 3ηµ(10t) (S.I.)

΄Οταν το ελατήριο ειναι συσπειρωµένο κατά 0, 05m το σώµα ϐρίσκεται0, 05m
πάνω από την Θέση ϕυσικού µήκους, άρα στην ϑέση y = 0, 15m για

πρώτη ϕορά.

0, 15 = 0, 3ηµ(10t)⇒ ηµ(10t) =
1

2
⇒ 10t =

π

6
⇒ t =

π

60
s

∆.4 Να ϐρεθεί η συχνότητα που καταγράφει ο ανιχνευτής σε συνάρτηση µε
τον χρόνο στο χρονικό διάστηµα 0 < t ≤ 0, 4s.

http://www.perifysikhs.com 9
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Το Σ1 εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση ταχύτητας στο S.I.
υ1 = 3συν(10t) και το Σ2 ϑα εκτελεί ελέυθερη πτώση µε εξίσωση τα-

χύτητας στο S.I. υ2 = gt = 10t ( το Σ2 ϕτάνει στο έδαφος την στιγµή

t =

√
2h

g
= 0, 4s). ΄Αρα η χρονική εξίσωση της συχνότητας που κατα-

γράφει ο ανιχνευτής στο χρονικό διάστηµα της πτώσης του Σ2 ϑα είναι :

f =
υ − υ2
υ + υ1

fs ⇒ f(t) =
340− 10t

340 + 3συν(10t)
680 (S.I.)

Πάνω στο Σ1 είναι στερεωµένο το αριστερό άκρο ελαστικής χορδής µε-
γάλου µήκους πάνω στην οποία µπορεί να διαδοθεί εγκάρσιο κύµα µε τα-

χύτητα διάδοσης υδ =
10

π
m/s.

∆.5 Να γραφτεί η εξίσωση του αρµονικού κύµατος που διαδίδεται στην χορ-
δή, ϑεωρώντας ως αρχή µέτρησης των αποστάσεων (x = 0 )το αριστερό
άκρο της χορδής.

Η συχνότητα του κύµατος είναι ίδια µε την συχνότητα ταλάντωσης του Σ1

f =
ω

2π
=

5

π
Hz, άρα το µήκος κύµατος υπολογίζεται υδ = λf ⇒ λ = 2m.

Η εξίσωση του κύµατος ϑα είναι :

y = 0, 3ηµ(10t− πx) (S.I.)

∆.6 Να σχεδιάσετε την µορφή της χορδής την χρονική στιγµή που το Σ1

διέρχεται για τρίτη ϕορά από ϑέση στην οποία το µέτρο του ϱυθµού
µεταβολής της ταχύτητας είναι µέγιστο.

Ο ϱυθµός µεταβολής της ταχύτητας, δηλαδή η επιτάχυνση είναι µέγιστη

κάθε ϕορά που το σώµα διέρχεται από ακραία ϑέση. Η τρίτη ϕορά που το

µέτρο της επιτάχυνσης είναι µέγιστο είναι την στιγµή T +
T

4
, την στιγµή

αυτή το κύµα έχει προχωρήσει κατά x = λ+
λ

4
= 2, 5m

http://www.perifysikhs.com 10
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0 , 0 0 , 5 1 , 0 1 , 5 2 , 0 2 , 5 3 , 0

- 0 , 3

0 , 0

0 , 3
y ( m )

x ( m )

** Στην πραγµατικότητα το κύµα που ϑα διαδοθεί στην χορδή δεν ϑα έχει

σταθερό πλάτος, αφού η ενέργεια της ταλάντωσης ϑα µειώνεται καθώς το

κύµα διαδίδεται στην χορδή, το κύµα ϑα έχει µειούµενο πλάτος. Βέβαια

για τα ερωτήµατα ∆.5 και ∆.6. έχουµε ϑεωρήσει ότι το πλάτος ϑα παρα-

µένει σταθερό, πράγµα που ϑα γίνονταν αν το Σ1 εκτελούσε εξαναγκασµένη

ταλάντωση. Σε επόµενη εκδοχή του διαγωνίσµατος ϑα υπάρξει διόρθωση !

Επιµέλεια : ∆ρ. Μιχάλης Καραδηµητρίου, Φυσικός
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