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Τετάρτη 12 Αυγούστου 2015

Απλή Αρµονική Ταλάντωση - Κρούσεις

Ενδεικτικές Λύσεις - Οµάδα Β

Θέµα Α

Α.1. Σε µια απλή αρµονική ταλάντωση η αποµάκρυνση και η επιτάχυνση
την ίδια χρονική στιγµή:

(α) έχουν πάντα αντίθετο πρόσηµο

Α.2. Στα ελεύθερα άκρα δύο κατακόρυφων ελατηρίων, µε σταθερές k1 και
k2 = 2k1, είναι δεµένα, αντίστοιχα δύο σώµατα Α και Β, της ίδιας µάζας. Η
µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης του σώµατος Α είναι διπλάσια από την µέγιστη
ταχύτητα ταλάντωσης του σώµατος Β. Το πηλίκο των πλατών των ταλαντώσε-
ων των δύο σωµάτων είναι :

(δ)
A1

A2
= 2
√

2

Α.3. Σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Στο διάγραµµα του σχήµα-
τος παριστάνεται γραφικά η κινητική ενέργεια του σώµατος σε συνάρτηση
µε τον χρόνο. Γνωρίζουµε ότι την χρονική στιγµή t = 0 η αποµάκρυνση του
σώµατος έχει ϑετική αλγεβρική τιµή.

Η χρονική εξίσωση της Κινητικής Ενέργειας στο (S.I.) ϑα είναι :

(ϐ) K = 4συν2(2πt+
3π

4
)
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Α.4. ∆ύο σφαίρες Α και Β συγκρούονται ελαστικά. Η σφαίρα Β είναι αρχικά
ακίνητη. Μετά την κρούση η σφαίρα Α κινείται σε κατεύθυνση ίδια µε την
αρχική κατεύθυνση της µε ταχύτητα σχεδόν ίσου µέτρου µε την αρχική
ταχύτητα της, όταν :

(ϐ) η σφαίρα Α έχει πολύ µεγαλύτερη µάζα από την σφαίρα Β,

Α.5.

(α) Σε µια απλή αρµονική ταλάντωση η ενέργεια µεταβάλλεται περιοδικά
µε τον χρόνο. Λάθος

(ϐ) Κατά την διάρκεια µιας απλής αρµονικής ταλάντωσης οι τιµές της ∆υ-
ναµικής Ενέργειας ικανοποιούν την συνθήκη −E ≤ U ≤ E, όπου Ε η
ενέργεια της ταλάντωσης. Λάθος

(γ) Στην διάρκεια µιας πλήρους ταλάντωσης η Κινητική και η ∆υναµική
Ενέργεια είναι ίσες σε δύο χρονικές στιγµές. Λάθος

(δ) Η κρούση δύο πρωτονίων ονοµάζεται σκέδαση. Σωστό

(ε) Η σταθερά επαναφοράς της απλής αρµονικής ταλάντωσης είναι αντι-
στρόφως ανάλογη της περιόδου. Λάθος

Θέµα Β

Β.1. Σφαίρα Α, µάζας m1, που κινείται µε ταχύτητα ~υ, συγκρούεται κεντρι-

κά και ελαστικά µε αρχικά ακίνητη σφαίρα Β, µάζας m2. Ο λόγος
K ′1
K ′2

των

τελικών κινητικών ενεργειών των δύο σφαιρών είναι :

(α)
(m1 −m2)

2

4m1m2

Η κρούση είναι κεντρική και ελαστική, οπότε από την Αρχή ∆ιατήρησης
της Ορµής και της Ενέργειας η ταχύτητες των δύο σωµάτων µετά την κρούση
ϑα είναι :
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υ′1 =
m1 −m2

m1 +m2
υ1 υ′2 =

2m1

m1 +m2
υ1

Οπότε ο Ϲητούµενος λόγος ϑα είναι :

K ′1
K ′2

=
1
2m1υ

′2
1

1
2m2υ′22

=
m1

m2
(
m1 −m2

2m1
)2 =

(m1 −m2)
2

4m1m2

Β.2. Μικρό σώµα µάζαςm = 2kg εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση πλάτους
Α και γωνιακής συχνότητας ω, σε λείο οριζόντιο επίπεδο µε την επίδραση
κατάλληλης δύναµης ΣF = f(x), που η τιµή της µεταβάλλεται σύµφωνα µε
το ακόλουθο διάγραµµα.

Σας είναι γνωστό ότι το σώµα την χρονική στιγµή t = 0 διέρχεται επιβρα-

δυνόµενο από την ϑέση x = +

√
2

2
A. Η εξίσωση της αποµάκρυνσης από την

ϑέση ισορροπίας σε συνάρτηση µε τον χρόνο στο (S.I.) ϑα είναι :

(α) x = 0, 4ηµ(5t+
π

4
)

Από το διάγραµµα προκύπτει ότι A = 0, 4m , ΣFmax = DA = 20N ⇒ D =

50N/m. ΄Αρα ω =

√
D

m
= 5rad/s.

Την χρονική στιγµή t = 0 το σώµα κινείται προς την ακραία ϑετική ϑέση
αφού επιβραδύνεται. ΄Εχει ϑετική ταχύτητα

√
2A

2
= Aηµ(0 + φo)⇒ ηµφo =

√
2

2
= ηµ

π

4
⇒ φo =

π

4
,
3π

4

Αφού υ > 0⇒ συνφo > 0⇒ φo =
π

4

Β.3. Σφαίρα Α µάζας m1 κινείται µε ταχύτητα ~υ και συγκρούεται έκκεντρα
και ελαστικά µε ακίνητη σφαίρα Β, µάζας m2. Οι σφαίρες µετά την κρούση
κινούνται στις κατευθύνσεις που ϕαίνονται στο σχήµα (κάτοψη). Ο λόγος
των µαζών των δύο σφαιρών ϑα είναι :
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(ϐ)
m1

m2
= 1

Από την αρχή διατήρησης της Κινητικής Ενέργειας προκύπτει :

1

2
m1υ

2 =
1

2
m1υ

′2
1 +

1

2
m2υ

′2 ⇒ m1υ
2 = m1υ

′2
1 +m2υ

′2
2 ⇒ υ2 = υ′21 +

m2

m1
υ′22

Από την αρχή διατήρησης της ορµής προκύπτει :

~Pολ(πριν) = ~Pολ(µετα) ⇒ m1υ =
√

(m1υ′1)
2 + (m2υ′2)

2 + 2m1υ′1m2υ′2συν(60 + 30)

⇒ m2
1υ

2 = m2
1υ
′2
1 +m2

2υ
′2
2 ⇒ υ2 = υ′21 + (

m2

m1
)2υ′22

Για να ισχύουν ταυτόχρονα οι παραπάνω σχέσεις πρέπει
m1

m2
= 1

Θέµα Γ

΄Ενα σώµα µάζας m = 2kg εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε συ-

χνότητα f =
5

2π
Hz. Τη χρονική στιγµή t = 0 το σώµα ϐρίσκεται σε ϑετική

αποµάκρυνση, κινείται επιβραδυνόµενο και η δυναµική ενέργεια ταλάντω-
σης ισούται µε την κινητική ενέργεια του σώµατος. Η µέγιστη επιτάχυνση
του σώµατος έχει µέτρο amax = 12, 5m/s2.

amax = ω2A⇒ A =
amax

(2πf)2
= 0, 5m

Στην ϑέση που η κινητική ενέργεια είναι ίση µε την δυναµική εφαρµόζω την
Α∆ΕΤ.

E = K + U ⇒ E = 2U ⇒ 1

2
DA2 = 2

1

2
Dx2 ⇒ x = ±

√
2

2
A

√
2

2
A = Aηµ(0 + φo)⇒ ηµφo =

√
2

2
= ηµ

π

4
⇒ φo =

π

4
,
3π

4

Επειδή ϐρίσκεται σε ϑετική αποµάκρυνση και επιβραδύνεται, κινείται προς

ακραία ϑέση, άρα έχει ϑετική ταχύτητα. ΄Αρα συνφo > 0⇒ φo = φo =
π

4
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Γ.1. Να γράψετε τις εξισώσεις της αποµάκρυνσης από την ϑέση ισορροπίας,
της ταχύτητας και της επιτάχυνσης σε συνάρτηση µε τον χρόνο.

Οι εξισώσεις κίνησης στο S.I. είναι :

x = 0, 5ηµ(5t+
π

4
)

υ = 2, 5συν(5t+
π

4
)

x = −12, 5ηµ(5t+
π

4
)

Γ.2. Να υπολογίσετε το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος και το πηλίκο
της δυναµικής ενέργειας της ταλάντωσης προς την κινητική ενέργεια
του σώµατος, όταν η συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο σώµα έχει
µέτρο ΣF = 12, 5N .

Η σταθερά επαναφοράς ϑα δίνεται : D = mω2 = 50rad/s

ΣF = −Dx⇒ |x| = |ΣF |
D

= 0, 25m

Εφαρµόζω την Α.∆.Ε.Τ. για τον υπολογισµό της ταχύττητας την παραπάνω
στιγµή :

E = K + U ⇒ ...⇒ υ2 = ω2(A2 − x2)⇒ υ = ±1, 25
√

3m/s

U

K
=

1
2Dx

2

1
2mυ

2
=
ω2x2

υ2
=

1

3
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Γ.3. Να γράψετε τις εξισώσεις της κινητικής και της δυναµικής ενέργειας
σε συνάρτηση µε την αποµάκρυνση από την Θέση ισορροπίας και να
σχεδιάσετε σε κοινούς ϐαθµολογηµένους άξονες τα αντίστοιχα διαγράµ-
µατα.

U =
1

2
Dx2 ⇒ U = 25x2(S.I.), −0, 5m ≤ x ≤ +0, 5m

- 0 , 5 0 , 0 0 , 5
0 , 0 0

6 , 2 5

U  ,  K  ( J )

x ( m )

1

2
DA2 = K + U ⇒ K = 6, 25− 25x2(S.I.) − 0, 5m ≤ x ≤ +0, 5m

http://www.perifysikhs.com 6
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Γ.4. Να υπολογίσετε τον ϱυθµό µεταβολής της δυναµικής ενέργειας την χρο-
νική στιγµή t = π

60s, καθώς και τον µέγιστο ϱυθµό µεταβολής της Κι-
νητικής Ενέργειας του σώµατος.

Για την χρονική στιγµή που µας δίνεται από τις εξισώσεις του Γ.1. προ-
κύπτει : x = 0, 25m και υ = 0, 25

√
3m/s

dU

dt
= −dK

dt
= −ΣFυ = +Dxυ = 12, 5

√
3J/s

dK

dt
= −Dxυ = −DAηµ(ωt+ φo)ωAσυν(ωt+ φo) =

DA2ω

2
ηµ2(ωt+ φo)

΄Αρα
dK

dt
(max) =

DA2ω

2
= 31, 25J/s

Θέµα ∆

Το πάνω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k = 400N/m
στερεώνεται στην οροφή ερευνητικού εργαστηρίου, ενώ στο κάτω άκρο του
ισορροπεί δεµένο σώµα µάζας m = 4kg. Από την ϑέση αυτή εκτοξεύουµε το
σώµα προς τα κάτω µε ταχύτητα µέτρου υo = 4m/s.

∆.1. Να αποδείξετε ότι το σώµα ϑα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση και να
υπολογίσετε το πλάτος και την περίοδο της ταλάντωσης.

Σχεδιάζουµε το ελατήριο στην ϑέση ϕυσικού µήκους, το σώµα στην ϑέση
ισορροπίας και το σώµα σε µια τυχαία ϑέση που απέχει x από την ϑέση ισορ-
ϱοπίας.

Για την Θέση ισορροπίας ισχύει ότι :

ΣF = 0⇒ k∆l = mg ⇒ ∆l =
mg

k
= 0, 1m

Για την τυχαία ϑέση ισχύει ότι :

http://www.perifysikhs.com 7
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ΣF = mg − Fελ = Mg − k(∆l + x)⇒ ΣF = −kx

΄Αρα εκτελεί α.α.τ. µε σταθερά επαναφοράςD = k και γωνιακή συχνότητα

ω =

√
k

m
= 10rad/s⇒ T =

2π

ω
=
π

5
s.

Αφού η εκτόξευση γίνεται από την Θέση Ισορροπίας η ταχύτητα του σώµατος
ϑα είναι η µέγιστη υo = ωA⇒ A = 0, 4m

Τη στιγµή που το ελατήριο έχει επιµηκυνθεί κατά ∆l1 = 0, 3m και το
σώµα κινείται προς την κατώτερη ακραία ϑέση της ταλάντωσης του, σφη-
νώνεται σε αυτό µε ταχύτητα υ2 = 4

√
3m/s ένα ϐλήµα, µάζας m2 = 2kg, το

οποίο κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω.

∆.2. Να υπολογίσετε το πλάτος της απλής αρµονικής ταλάντωσης την οποία
ϑα εκτελέσει το συσσωµάτωµα που ϑα προκύψει από την κρούση,

Υπολογίζουµε την ϑέση και την ταχύτητα του σώµατοςm πριν την κρούση
του. Βρίσκεται σε επιµήκυνση ∆l1, άρα σε ϑέση x = ∆l1 −∆l = 0, 2m.
Θα εφαρµόσουµε την Α∆ΕΤ για την ταχύτητα.

E = K + U ⇒ ...⇒ υ21 = ω2(A2 − x2)⇒ υ1 = ±2
√

3m/s

Για την κρούση εφαρµόζω την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής :

~Pολ(πριν) = ~Pολ(µετά) ⇒ mυ1 −m2υ2 = (m+m2)V ⇒ V = 0

΄Αρα η ϑέση αµέσως µετά την κρούση ϑα είναι η ακραία ϑέση για την
ταλάντωση του συσσωµατώµατος. Λαµβάνουµε υπόψη ότι η ΘΙΤ για το
συσσωµάτωµα δεν ϑα συµπίπτει µε την ΘΙΤ του σώµατος m. Για την νέα
Θέση ισορροπίας ϑα ισχύει ότι :

ΣF = 0⇒ k∆l2 = (m+m2)g ⇒ ∆l2 = 0, 15m

΄Αρα η νέα ΘΙΤ ϑα ϐρίσκεται 0,15m κάτω από την Θέση Φυσικού µήκους.
΄Αρα A′ = ∆l1 −∆l2 = 0, 15m
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∆.3. Να υπολογίσετε το πηλίκο της µέγιστης δύναµης επαναφοράς, προς
την µέγιστη δύναµη του ελατηρίου.

Fεπ

Fελ
=

DA′

k∆lmax
=

A′

∆l1
=

1

2

∆.4. το ϱυθµό µεταβολής της ορµής, το ϱυθµό µεταβολής της κινητικής ενέρ-
γειας του συσσωµατώµατος, την χρονική στιγµή που το συσσωµάτωµα
διέρχεται για πρώτη ϕορά από την αρχική ϑέση ισορροπίας του σώµα-
τος m1.

΄Οταν το συσσωµάτωµα διέρχεται για πρώτη ϕορά από την αρχική ΘΙΤ
η αποµάκρυνση από την Θέση ισορροπίας του είναι x = −0, 05m. Θα
ϑεωρήσω ως ϑετική την ϕορά προς τα κάτω. Υπολογίζω την ταχύτητα µε

την Α∆ΕΤ. Λαµβάνω υπόψη ότι ω′ =

√
k

m+m1
= 10

√
6

3
rad/s

E = K + U ⇒ ...⇒ υ2 = ω′2(A′2 − x2)⇒ υ = −2

√
3

3
m/s

dP

dt
= ΣF = −Dx = +20N

dK

dt
= ΣFυ = −40

√
3

3
J/s

∆.5. Να υπολογίσετε το έργο της δύναµης του ελατηρίου από την χρονική
στιγµή κατά την οποία η ταχύτητα µηδενίζεται για πρώτη ϕορά µετά την
κρούση, έως την χρονική στιγµή κατά την οποία η ταχύτητα µηδενίζεται
στιγµιαία για δεύτερη ϕορά.

W = Uελ(αρχ) − Uελ(τελ) =
1

2
k(∆l2 − A′)2 −

1

2
k(∆l1)

2 = −18J

Επιµέλεια : Καραδηµητρίου Μιχάλης, MSc Φυσικός
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