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Μηχανική Στερεού Σώµατος

Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Στις ηµιτελείς προτάσεις Α.1 – Α.4 να γράψετε στο τετράδιο σας τον αριθµό
της πρότασης και, δίπλα, το γράµµα που αντιστοιχεί στη ϕράση η οποία τη
συµπληρώνει σωστά. [4 × 5 = 20 µονάδες]

Α.1. Η ϱοπή αδράνειας ενός στερεού

(ϐ) είναι µονόµετρο µέγεθος

Α.2. ΄Ενα µηχανικό στερεό περιστρέφεται γύρω από ακλόνητο άξονα περι-
στροφής. Αν διπλασιαστεί η στροφορµή του στερεού, χωρίς να αλλάξει ϑέση
ο άξονας περιστροφής γύρω από τον οποίο στρέφεται, τότε η κινητική του
ενέργεια

(δ) τετραπλασιάζεται.

Α.3. Σε µια µικρή ϱάβδο µάζας m και µήκους L η οποία είναι ακίνητη σε
οριζόντιο δάπεδο ασκείται κατακόρυφη δύναµη ~F , προς τα πάνω, µε σηµείο
εφαρµογής το κέντρο µάζας της ϱάβδου. Αν το µέτρο της ~F είναι διπλάσιο
του ϐάρους της ϱάβδου τότε :

(α) η ϱάβδος ϑα εκτελέσει µόνο µεταφορική κίνηση

Α.4. Μια οµογενής σφαίρα εκτοξεύεται από τη ϐάση κεκλιµένου επιπέδου
µε ταχύτητα ~υo. Η σφαίρα ανέρχεται και στη συνέχεια κατέρχεται χωρίς να
ολισθαίνει. Σε όλη την διάρκεια της κίνησης της :

(ϐ) η στατική τριβή παραµένει σταθερή
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Α.5. Να γράψετε στο τετράδιο σας το γράµµα κάθε πρότασης και δίπλα σε
κάθε γράµµα τη λέξη Σωστό, για τη σωστή πρόταση, και τη λέξη Λάθος, για τη
λανθασµένη. [5 × 1 = 5 µονάδες]

(α) Τα υποθετικά στερεά που δεν παραµορφώνονται, όταν τους ασκούνται
δυνάµεις, λέγονται µηχανικά στερεά. Σωστό

(ϐ) ΄Οταν ένα αστέρι µετατραπεί σε αστέρας νετρονίων αυξάνεται πάρα πολύ
η περίοδος αυτοπεριστροφής του. Λάθος

(γ) Σε στερεό σώµα σφαιρικού σχήµατος που στρέφεται µε σταθερή γω-
νιακή ταχύτητα γύρω από άξονα διερχόµενο από το κέντρο του ισχύει
πάντα ΣF = 0. Λάθος

(δ) Η ϱοπή Ϲεύγους δυνάµεων είναι ίδια ως προς οποιοδήποτε σηµείο του
επιπέδου που ορίζουν οι δύο δυνάµεις. Σωστό

(ε) ΄Οταν οι ακροβάτες ϑέλουν να κάνουν πολλές στροφές στον αέρα, συµ-
πτύσσουν τα χέρια και τα πόδια τους. Σωστό

Θέµα Β

Β.1. Οµογενής λεπτός δίσκος µάζας Μ και ακτίνας R έχει ϱοπή αδράνειας,
ως προς άξονα περιστροφής που διέρχεται από το κέντρο µάζας του και είναι

κάθετος στο επίπεδο του ίση µε Icm =
1

2
MR2. Αν αφαιρέσουµε από το δίσκο

ένα εσωτερικό οµόκεντρο τµήµα του ακτίνας r =
R

2
, η ποσοστιαία µείωση

της ϱοπής αδράνειας ως προς τον άξονα περιστροφής ϑα ισούται µε :

(δ) 6, 25%

http://www.perifysikhs.com 2
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Η ϱοπή αδράνειας του δακτυλίου που σχηµατίζεται ϑα υπολογίζεται I ′ −
1

2
MR2 − 1

2
mr2. Η µάζα m του αφαιρούµενου τµήµατος ϑα σχετίζεται µε την

συνολική µάζα, αφού η πυκνότητα ϑα είναι σταθερή, η µάζα ϑα είναι ανάλογη

της ακτίνας στο τετράγωνο.
M

R2
=
m

r2
⇒ m = M

r2

R2
=
M

4
. Οπότε η ϱοπή

αδράνειας ϑα προκύψει να είναι : I ′ =
15

32
MR2. Το Ϲητούµενο ποσοστό ϑα

είναι :

I ′ − I
I

100% = 6, 25%

Β.2. Η Γη περιστρέφεται γύρω από τον ΄Ηλιο σε ελλειπτική τροχιά, µε την
επίδραση της ϐαρυτικής έλξης που δέχεται από αυτόν.

Αν η µέγιστη (αφήλιο) και η ελάχιστη (περιήλιο) απόσταση της Γης από
τον ΄Ηλιο κατά την διάρκεια της ελλειπτικής τροχιάς της ικανοποιούν την
σχέση rmax = 4rmin, τότε η τροχιακή κινητική της ενέργεια όταν ϐρίσκεται
στο αφήλιο (Kα) και η κινητική της ενέργεια όταν ϐρίσκεται στο περιήλιο
(Kπ) ικανοποιούν την σχέση.

(γ) Kπ = 16Kα

Η ϐαρυτική έλξη που δέχεται η γη από τον ήλιο, είναι δύναµη κεντρική,
δηλαδή ο ϕορέας της διέρχεται απο το κέντρο της τροχιάς και η ϱοπή της ως
προς το κέντρο της τροχιάς της γης ϑα είναι µηδέν, οπότε ϑα ισχύει η Αρχή
∆ιατήρησης της τροχιακής Στροφορµής της Γης. Αν ϑεωρήσουµε την Γη ως
υλικό σηµείο :

La = Lπ ⇒Mυara = Mυπrπ ⇒ 4υa = υπ

http://www.perifysikhs.com 3
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Ο λόγος των Κινητικών ενεργειών στα δύο σηµεία της τροχιάς ϑα ισούται
µε :

Ka

Kπ
=

1
2Mυ2a
1
2Mυ2π

=
1

16
⇒ Kπ = 16Ka

Β.3. Λεπτή και οµογενής ϱάβδος (ΑΓ) µήκους d και µάζαςM , µπορεί να πε-
ϱιστρέφεται χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο άξονα

κάθετο στο επίπεδο της, που διέρχεται από το σηµείο Ο µε (ΑΟ) =
d

4
.

Σηµειακό ϐλήµα µάζας m =
M

3
σφηνώνεται µε ταχύτητα υ στο µέσο Μ

της ϱάβδου. Το σύστηµα που προκύπτει µετά την κρούση µόλις που ϕτάνει
στην ανώτερη κατακόρυφη ϑέση.

Η ταχύτητα του ϐλήµατος ακριβώς πριν την κρούση ϑα ισούται µε :

(δ)

√
32gd

Σας δίνεται ότι η ϱοπή αδράνειας της ϱάβδου ως προς άξονα που διέρχεται

από το κέντρο µάζας της είναι Icm =
1

12
Md2 και η επιτάχυνση της ϐαρύτητας

g.
Για την κρούση ισχύει η διατήρηση της Στροφορµής ( αφού η ϱοπή των

εξωτερικών δυνάµεων είναι ίση µε µηδέν):

mυ
d

4
= I(o)ω ⇒ mυ

d

4
= (

1

12
Md2 +M(

d

4
)2 +m(

d

4
)2)ω ⇒ Mυd

12
=
Md2

6
ω

΄Αρα προκύπτει ότι : υ = 2ωd

* Παραπάνω έχω υπολογίζει την ϱοπή αδράνειας ως προς τον άξονα περι-
στροφής για το σύστηµα µετά την κρούση κάνοντας Steiner για την ϱάβδο και
προσθέτοντας την ϱοπή αδράνειας της σφαίρας ως προς τον άξονα περιστρο-
ϕής.

Για την ανύψωση του συστήµατος µετά την κρούση εφαρµόζω ΘΜΚΕ :

∆K = ΣW ⇒ 0− 1

2
I(o)ω

2 = −(M +m)g
d

2
⇒ −1

2

Md2

6
ω2 = −4

3
Mg

d

2

http://www.perifysikhs.com 4
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Με αντικατάσταση ω =
υ

2d
στην παραπάνω σχέση ϑα προκύψει : υ =

√
32gd

Θέµα Γ

Η λεπτή οµογενής ϱάβδος ΟΑ του σχήµατος έχει µήκος L και µάζα M =
0, 2
√

10kg και µπορεί να περιστρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από
οριζόντιο ακλόνητο άξονα ( άρθρωση) που διέρχεται από το άκρο της Ο. Στο
άλλο άκρο Α της ϱάβδου είναι δεµένο ένα αβαρές νήµα, στο άλλο άκρο του
οποίου , είναι αναρτηµένο, µέσω τροχαλίας ακτίνας R, ένα σώµα Σ µάζας
m = 0, 1

√
5kg.

Το νήµα είναι κάθετο στην ϱάβδο ΟΑ στο άκρο της Α. Η ϱάβδος το σώµα
και η τροχαλία ισορροπούν ακίνητα µε την ϱάβδο να σχηµατίζει γωνία 45o

µε το οριζόντιο επίπεδο. Να ϐρείτε :

Γ.1 το µήκος L της ϱάβδου αν η ϱοπή αδράνειας της ως προς τον άξονα που
διέρχεται από το άκρο Ο της ϱάβδου είναι Io = 15

√
10 · 10−4kg ·m2.

Με το ϑεώρηµα Steiner προκύπτει ότι Io = Icm +M(
L

2
)2 =

1

3
ML2 ⇒

L = 0, 15m

http://www.perifysikhs.com 5
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Γ.2 το µέτρο της τάσης του νήµατος.

Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις σε όλα τα σώµατα.

Για την ισορροπία της τροχαλίας έχω:

Στ = 0⇒ T ′2R− T ′1R = 0⇒ T ′2 = T ′1

Για την ισορροπία του σώµατος έχω:

ΣF = 0⇒ T2 −mg = 0⇒ T2 = mg =
√

5N

Αφού το νήµα είναι αβαρές και µη εκτατό T ′1 = T1 και T ′2 = T2. ΄Αρα η
Ϲητούµενη τάση ϑα είναι : T1 =

√
5N

* Το παραπάνω ερώτηµα µπορεί να λυθεί και µε εφαρµογή των συνθη-
κών ισορροπίας στην ϱάβδο. Εναλλακτικά ϑα µπορούσε να Ϲητηθεί ο
υπολογισµός της µάζας της ϱάβδου, αν δεν ήταν δεδοµένη µε συνδυασµό
των συνθηκών ισορροπίας σε όλα τα σώµατα.

Γ.3 το µέτρο της δύναµης που δέχεται η ϱάβδος από την άρθρωση,

http://www.perifysikhs.com 6
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Για την ϱάβδο που ισορροπεί, αφού αναλύσω την T1 σε συνιστώσες προ-
κύπτει :

ΣFx = 0⇒ T1x = Fx ⇒ Fx = T1ηµφ⇒ Fx =

√
10

2
N

ΣFy = 0⇒ T1y + Fy −Mg = 0⇒ Fy = Mg − T1συνφ⇒ Fy =
3

2

√
10N

΄Αρα: F =
√
F 2
x + F 2

y = 5N

Κάποια στιγµή κόβουµε ακαριαία το νήµα στο σηµείο Α της ϱάβδου και
αποµακρύνουµε το σώµα Σ από την τροχαλία. Να ϐρείτε :

Γ.4 την επιτάχυνση του σηµείου Α της ϱάβδου την στιγµή που κόβεται το
νήµα.

Εφαρµόζουµε τον Θεµελιώδη Νόµο της Στροφικής Κίνησης για την ϱάβδο :

Στ = Iaγων ⇒Mgσυνφ
L

2
= Ioaγων ⇒ aγων = 50

√
2rad/s2

Η επιτρόχιος επιτάχυνση του σηµείου Α της ϱάβδου ϑα είναι : aA =
aγωνL = 7, 5

√
2m/s2

Η κεντροµόλος επιτάχυνση είναι µηδέν, αφού η ϱάβδος εκείνη την στιγµή
είναι ακίνητη.

Γ.5 την στροφορµή της ϱάβδου ως προς τον άξονα περιστροφής την στιγµή
που διέρχεται από την οριζόντια ϑέση.

΄Οταν η ϱάβδος ϕτάνει στην οριζόντια ϑέση έχει στροφορµή ως προς τον
άξονα περιστροφήςL = Ioω. Από το ΘεώρηµαΜεταβολής της Κινητικής
Ενέργειας για την κάθοδο της ϱάβδου προκύπτει :

∆K = ΣW ⇒ 1

2
Ioω

2 = Mg
L

2
ηµφ⇒ ω = 10

√√
2rad/s

΄Αρα L = 15
√

5
√

210−3kgm2/s

http://www.perifysikhs.com 7
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Θέµα ∆

Η κατακόρυφη τροχαλία του σχήµατος, µάζας m = 3kg και ακτίνας
r = 0, 1m , µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα
που περνάει από το κέντρο της Ο και είναι κάθετος σε αυτήν. Στο αυλάκι της
τροχαλίας περνά νήµα που από το ένα άκρο του κρέµεται σώµα Σ2 µάζας
m2 = 2kg και στο άλλο άκρο του είναι δεµένος ένας κατακόρυφος τροχός
(Σ1) που έχει µάζα M = 4kg και ακτίνα R = 0, 2m.

http://perifysikhs.wordpress.com 

Ιηπάιεξ Γ. Ηαναδεμεηνίμο, Φοζηθόξ Msc Σειίδα 33 

Ε θαηαθόνοθε ηνμπαιία ημο ζπήμαημξ, 

μάδαξ  θαη αθηίκαξ , 

μπμνεί κα πενηζηνέθεηαη πςνίξ ηνηβέξ γύνς από 

μνηδόκηημ άλμκα πμο πενκάεη από ημ θέκηνμ ηεξ Ο 

θαη είκαη θάζεημξ ζε αοηήκ. Σημ αοιάθη ηεξ 

ηνμπαιίαξ πενκά κήμα πμο από ημ έκα άθνμ ημο 

θνέμεηαη ζώμα  μάδαξ  θαη ζημ 

άιιμ άθνμ ημο είκαη δεμέκμξ έκαξ θαηαθόνοθμξ 

ηνμπόξ  πμο έπεη μάδα  θαη 

αθηίκα . 

 

 

α) Κα οπμιμγίζεηε ημ μέηνμ ηεξ δύκαμεξ  ώζηε ημ ζύζηεμα πμο εηθμκίδεηαη ζημ ζπήμα κα 

παναμείκεη αθίκεημ.Τε πνμκηθή ζηηγμή  πμο ημ ζύζηεμα ημο ζπήμαημξ είκαη αθίκεημ, 

αολάκμομε ηε δύκαμε αθανηαία έηζη ώζηε κα γίκεη . 

β) Κα οπμιμγίζεηε ηεκ επηηάποκζε ημο ζώμαημξ .Γηα ηε πνμκηθή ζηηγμή πμο ημ 

ζώμα  έπεη ακέιζεη θαηά , κα οπμιμγίζεηε: 

γ) Τμ μέηνμ ηεξ ζηνμθμνμήξ ηεξ ηνμπαιίαξ ςξ πνμξ ημκ άλμκα πενηζηνμθήξ ηεξ. 

δ) Τε μεηαηόπηζε ημο ηνμπμύ από ηεκ ανπηθή ημο ζέζε. 

ε) Τμ πμζμζηό ημο ένγμο ηεξ δύκαμεξ  πμο μεηαηνάπεθε ζε θηκεηηθή εκένγεηα ημο 

ηνμπμύ  θαηά ηε μεηαηόπηζε ημο ζώμαημξ  θαηά . 

 

Δίκμκηαη ε επηηάποκζε ηεξ βανύηεηαξ , ε νμπή αδνάκεηαξ ηεξ ηνμπαιίαξ ςξ πνμξ 

ημκ άλμκα πενηζηνμθήξ ηεξ  θαη ημο ζώμαημξ  ςξ πνμξ ημκ άλμκα πενηζηνμθήξ 

ημο . 

 

Σημείωζη: Ε ηνηβή ακάμεζα ζηεκ ηνμπαιία θαη ζημ κήμα είκαη ανθεηά μεγάιε, ώζηε κα μεκ 

παναηενείηαη μιίζζεζε. Τμ κήμα είκαη αβανέξ. Ο ηνμπόξ  θοιίεηαη πςνίξ μιίζζεζε. 

 

 

∆.1 Να υπολογίσετε το µέτρο της δύναµης ~F ώστε το σύστηµα που εικονίζε-
ται στο σχήµα να παραµείνει ακίνητο.

Για να ισορροπεί το σύστηµα πρέπει Σ~F = 0 και Στ = 0. Για κάθε σώµα
εφαρµόζω τις συνθήκες :

� Για το Σ2: T2 = w2 = m2g ⇒ T2 = 20N

� Για την τροχαλία:T ′2r − T ′1r = 0⇒ T ′1 = T ′2 = T2 = 20N

� Για τον δίσκο: , T1R−TστR = 0⇒ Tστ = T1 = T ′1 = 20N , F−T1−Tστ =
F ⇒ F = 40N

Τη χρονική στιγµή t = 0 που το σύστηµα του σχήµατος είναι ακίνητο,
αυξάνουµε τη δύναµη ακαριαία έτσι ώστε να γίνει F = 80N .

∆.2 Να υπολογίσετε την επιτάχυνση του σώµατος Σ2.

http://www.perifysikhs.com 8
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Εφαρµόζουµε τους Νόµους της Κίνησης για κάθε σώµα:

� Για το Σ2: T2 −m2g = m2α2

� Για την τροχαλία:T ′1r − T ′2r =
1

2
mr2aγων

� Για τον δίσκο: , TστR− T1R =
1

2
MR2aγων(1) , F − T1 − Tστ = Macm

Ο δίσκος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει οπότε : ∆xcm = R∆θ ⇒ υcm =
ω1R⇒ acm = aγων(1)R.

Το νήµα δεν ολισθαίνει στην περιφέρεια της τροχαλίας οπότε : ∆x =
r∆θ ⇒ υ2 = ωr ⇒ a2 = aγωνr

Κάθε σηµείο του νήµατος έχει την ίδια ταχύτητα - επιτάχυνση, οπότε η
ταχύτητα του Σ2 (υ2) είναι ίδια µε την ταχύτητα του ανώτερου σηµείου της
περιφέρειας της τροχαλίας(Αρχή της Επαλληλίας υ2 = υcm +ω1R = 2υcm ⇒
α2 = 2αcm).

Από την επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων που προκύπτουν υπολο-
γίζουµε : a2 = 4m/s2

Για τη χρονική στιγµή που το σώµα Σ2 έχει ανέλθει κατά h = 2m , να
υπολογίσετε :

∆.3 Το µέτρο της στροφορµής της τροχαλίας ως προς τον άξονα περιστρο-
ϕής της.

http://www.perifysikhs.com 9



Πε
ρι
- Φ

υσ
ική

ς

Σχολική Χρονιά 2014-2015 6ο ∆ιαγώνισµα Γ Λυκείου

Για την ανύψωση του σώµατος h =
1

2
α2t

2 ⇒ t = 1s ⇒ υ2 = 4m/s ⇒

ω =
υ2
r

= 40rad/s⇒ L = Iω = 0, 6kgm2/s

∆.4 Τη µετατόπιση του τροχού από την αρχική του ϑέση.

Για τον τροχό : acm =
a2
2

= 2m/s2 ⇒ xcm =
1

2
acmt

2 ⇒ xcm = 1m

∆.5 Το ποσοστό του έργου της δύναµης F που µετατράπηκε σε κινητική
ενέργεια του τροχού Σ1 κατά τη µετατόπιση του σώµατος Σ2 κατά h .

η ταχύτητα του τροχού ϑα είναι υcm = acmt = 2m/s

K

WF
100% =

1
2Mυ2cm + 1

2Iω
2
1

Fxcm
100% = 15%
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