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Κυριακή 21 Σεπτέµβρη 2014

Το σύστηµα Ελατηρίου - Μάζας / Κρούσεις

Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Α.1. Σύστηµα ελατηρίου - σώµατος εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση πλάτους
Α. Αν διπλασιάσουµε την µάζα του σώµατος και το πλάτος της ταλάντωσης
παραµείνει σταθερό τότε µεταβάλλεται :

(ϐ) η συχνότητα της ταλάντωσης

Α.2. Η χρονική εξίσωση της αποµάκρυνσης ενός σώµατος που εκτελεί απλή
αρµονική ταλάντωση είναι x = Aηµ(ωt + π

2 ). Η ταχύτητα και η επιτάχυνση
έχουν ϑετική αλγεβρική τιµή, στην διάρκεια µιας περιόδου κατά το χρονικό
διάστηµα:

(α)
T
2 →

3T
4

Α.3. ΄Οταν ένα σώµα που εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, ϐρίσκεται στην
ϑέση όπου ο ϱυθµός µεταβολής της Ορµής είναι µέγιστος τότε :

(ϐ) η δύναµη επαναφοράς είναι µέγιστη

Α.4. ∆ύο σώµατα µε ίσες µάζες που κινούνται µε µέτρα ταχυτήτων υ1 και
υ2 συγκρούονται κεντρικά και ελαστικά. Μετά την κρούση τα σώµατα ϑα
αποκτήσουν ταχύτητες µε µέτρα υ′1 και υ′2 αντίστοιχα που ϑα δίνονται από
τις παρακάτω σχέσεις :

(δ) υ′1 = υ2 και υ′2 = υ1
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Α.5.

(α) Αν διπλασιάσουµε το πλάτος της ταλάντωσης διπλασιάζεται η µέγιστη
ταχύτητα και η ενέργεια ταλάντωσης. Λ

(ϐ) Στην απλή αρµονική ταλάντωση το σώµα σε ίσους χρόνους διανύει ίσες
αποστάσεις. Λ

(γ) Σε ένα ταλαντούµενο σύστηµα ελατηρίου - µάζας, η δύναµη επαναφο-
ϱάς της ταλάντωσης και η δύναµη του ελατηρίου συµπίπτουν πάντα.
Λ

(δ) Αν διπλασιάσουµε το πλάτος µιας ταλάντωσης τότε διπλασιάζετε ο χρόνος
µετάβασης του σώµατος από την µια ακραία ϑέση στην άλλη. Λ

(ε) Η ολική ορµή ενός συστήµατος σωµάτων παραµένει πάντα σταθερή. Λ

Θέµα Β

Β.1. Σώµα Σ µάζας m είναι δεµένο στην ελεύθερη άκρη κατακόρυφου ε-
λατηρίου σταθεράς k και ηρεµεί στην ϑέση ισορροπίας. Αποµακρύνουµε το
σώµα προς τα κάτω κατά Α και το αφήνουµε ελεύθερο. Το σύστηµα εκτελεί
απλή αρµονική ταλάντωση.

Αντικαθιστούµε το ελατήριο µε άλλο, σταθεράς 2k ,χωρίς να αλλάξουµε
το αναρτηµένο σώµα. Αποµακρύνουµε το σώµα προς τα κάτω από την νέα
ϑέση ισορροπίας κατά Α και το αφήνουµε ελεύθερο. Το σύστηµα εκτελεί
απλή αρµονική ταλάντωση.

Ο λόγος των µέτρων των µέγιστων επιταχύνσεων
αmax,1
αmax,2

είναι : (γ)
1

2

Οι δύο ταλαντώσεις ϑα έχουν το ίδιο πλάτος ταλάντωσης και διαφορετικές

συχνότητες,
αmax,1
αmax,2

=
ω2
1A1

ω2
2A2

=
ω2
1

ω2
2

=
k
m
2k
m

=
1

2

Β.2. Στο κάτω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου δένουµε σώµα Σ1

µάζας m1. Κάτω από το σώµα Σ1 δένουµε µέσω αβαρούς νήµατος άλλο
σώµα µάζας m2 µε m2 = 2m1
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Αρχικά τα σώµατα είναι ακίνητα. Κάποια στιγµή κόβουµε το νήµα και
το Σ1 αρχίζει να ταλαντώνεται. Ο λόγος της µέγιστης ∆υναµικής Ενέργειας
ελατηρίου για το Σ1 προς την µέγιστη δυναµική Ενέργεια ταλάντωσης ϑα

είναι : (γ)
Uελ(max)

U(max)
=

9

4

Σχεδιάζουµε το ελατήριο στην ϑέση ϕυσικού µήκους, τα σώµατα στην ϑέση

που ισορροπούν µε το ελατήριο επιµηκυσµένο κατά ∆l2 και το σώµα Σ1

στην Θέση Ισορροπίας της ταλάντωσης µε το ελατήριο επιµηκυσµένο κα-

τά ∆l1. Από τις συνθήκες ισορροπίας στις δυο αυτές ϑέσεις υπολογίζω τα

∆l1 =
m1g

k
,∆l2 =

(m1 +m2)g

k
. Επειδή η ϑέση αµέσως µετά το κόψιµο του

νήµατος είναι η ακραία ϑέση προκύπτει ότι A = ∆l2 −∆l1 =
m2g

k
. Επίσης η

µέγιστη επιµήκυνση του ελατηρίου είναι προφανές η ∆l2. Ο Ϲητούµενος λόγος

ϑα είναι :

Uελ(max)

U(max)
=

1
2k(∆l2)

2

1
2kA

2
=

(∆l2)
2

A2
=

9

4

Β.3. Σώµα µάζας m κινείται οριζόντια µε ταχύτητα υ . Στην πορεία του
συγκρούεται πλαστικά µε ακίνητο σώµα µάζας M = 3m . Η απόλυτη τιµή
της µεταβολής της ορµής και της κινητικής ενέργειας ∆Kολ του συστήµατος
είναι αντίστοιχα:

(γ) |∆~Pολ| = 0 , |∆Kολ| =
3mυ2

8

Για την κρούση των δύο σωµάτων ϑα εφαρµόσουµε την Αρχή ∆ιατήρησης

της Ορµής (|∆~Pολ| = 0) άρα mυ + 0 = (m + M)V ⇒ V =
υ

4
. Η µεταβολή

της Κινητικής Ενέργειας ϑα είναι :
1

2
(M +m)V 2 − 1

2
mυ2 = −3

8
mυ2

Θέµα Γ

Σώµα µάζας m = 1kg είναι προσαρµοσµένο στο κάτω άκρο κατακόρυφου
ελατηρίου άγνωστης σταθεράς k, το άλλο άκρο του οποίου είναι στερεωµένο
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ακλόνητα. Με κατάλληλο τρόπο το σώµα ϑα εκτελέσει απλή αρµονική τα-
λάντωση µε την αποµάκρυνση να παριστάνεται ως συνάρτηση του χρόνου
από το παρακάτω διάγραµµα.

- 0 , 2

- 0 , 1

0 , 0

0 , 1

0 , 2

x ( m )

t ( s )0 , 2 p

Γ.1 Να υπολογίσετε την αρχική ϕάση φo της ταλάντωσης.

Την t = 0 παρατηρούµε στο διάγραµµα ότι x = +0, 1m και υ > 0.
Επίσης A = 0, 2m και T = 0, 2π. Υπολογίζουµε την αρχική ϕάση:

0, 1 = 0, 2ηµ(0 + φo)⇒ φo =
π

6
(1ο τεταρτηµόριο γιατί υ > 0)

Γ.2 Να υπολογίσετε την σταθερά k του ελατηρίου και την ενέργεια που προ-
σφέραµε για να ϑέσουµε το σώµα σε ταλάντωση.

ω =
2π

T
= 10rad/s⇒ D = k = mω2 = 100N/m. Η ενέργεια που ξο-

δέψαµε είναι E =
1

2
kA2 = 2J

Γ.3 Να γράψετε την εξίσωση της ∆ύναµης επαναφοράς της ταλάντωσης σε
συνάρτηση µε το χρόνο και να υπολογίσετε την χρονική στιγµή που η
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δύναµη επαναφοράς γίνεται για πρώτη ϕορά µέγιστη.

ΣF = −Dx = −20ηµ(10t+
π

6
)(S.I.)

Η δύναµη ϑα γίνει για πρώτη ϕορά µέγιστη στην ακραία ϑετική ϑέση(x =

+A). Με το περιστρεφόµενο διάνυσµα προκύπτει ότι ∆t =
∆φ

ω
=

π

30
s,

εναλλακτικά µε αντικατάσταση στην σχέση για την δύναµη επαναφοράς

και επίλυση της τριγωνοµετρικής εξίσωσης πάλι καταλήγουµε στο ίδιο

αποτέλεσµα (ηµ(10t+
π

6
) = 1).

Γ.4 Να υπολογίσετε την ταχύτητα του σώµατος τη χρονική στιγµή που περ-
νά για πρώτη ϕορά από τη ϑέση x = −0, 1m.

Α.∆.Ε.Τ. :
1

2
kA2 =

1

2
kx2 +

1

2
mυ2 ⇒ υ = ±ω

√
A2 − x2 = −

√
3m/s

Γ.5 Να ϐρείτε το πηλίκο της κινητικής ενέργειας προς τη δυναµική ενέρ-
γεια της ταλάντωσης τις στιγµές που η συνισταµένη δύναµη την οποία
δέχεται το σώµα έχει µέτρο 10N .

ΣF = −Dx⇒ |x| = 0, 1m⇒ K

U
=
E − U
U

=
E − 1

2kx
2

1
2kx

2
= 3

Θέµα ∆

΄Ενα κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k = 100N/m έχει το πάνω άκρο του
στερεωµένο ακλόνητα σε οροφή. Στο κάτω άκρο του ελατηρίου δένουµε
σώµα Σ1 µάζας m1 = 3kg και το αφήνουµε ελεύθερο να κινηθεί από την
ϑέση που το ελατήριο έχει το ϕυσικό του µήκος.

∆.1 Να αποδείξετε ότι το σώµα Σ1 ϑα κάνει απλή αρµονική ταλάντωση και
να υπολογίσετε την περίοδο της ταλάντωσης.

Σχεδιάζουµε το ελατήριο στην Θέση Φυσικού Μήκους και το σώµα στην

Θέση Ισορροπίας του µε το ελατήριο επιµηκυσµένο κατά ∆l. Από την

συνθήκη ισορροπίας ϑα προκύψει k∆l = m1g. Σχεδιάζω το σώµα σε µια

τυχαία ϑέση που απέχει x από την Θέση Ισορροπίας του και εκεί σχεδιάζω

http://www.perifysikhs.com 5
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την δύναµη του ϐάρους και την δύναµη του ελατηρίου, υπολογίζοντας την

συνισταµένη τους ΣF = mg − k(∆l + x) = −kx. ΄Αρα το σώµα εκτελεί

Απλή Αρµονική Ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς την σταθερά του

ελατηρίου (Προφανώς πρέπει να γίνει το σχήµα αναλυτικά για να είναι

σωστή η απάντηση).

Η περίοδος της ταλάντωσης ϑα είναι T = 2π

√
m

k
= 0, 2

√
3πs και το

πλάτος της ταλάντωσης ϑα είναι A = ∆l =
m1g

k
= 0, 3m

Την στιγµή που το Σ1 διέρχεται για πρώτη ϕορά από την ϑέση µέγιστης
Κινητικής ενέργειας συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε δεύτερο σώµα
Σ2 µάζας m2 = 1kg που κινείται προς τα πάνω µε ταχύτητα µέτρου υ2 =
5
√

3m/s.

∆.2 Να υπολογιστούν οι αλγεβρικές τιµές των ταχυτήτων των σωµάτων α-
µέσως µετά την κρούση.

Η κρούση γίνεται στην ΘΙΤ , άρα υ1 = ωA⇒ υ1 =
√

3m/sΘεωρούµε ως

ϑετική την ϕορά της ταχύτητας του Σ1 (υ2 = −5
√

3m/s). Για την ελαστι-

κή κρούση µεταξύ των δύο σωµάτων, οι ταχύτητες µετά την κρούση ϑα

δίνονται από :

υ′1 =
m1 −m2

m1 +m2
υ1 +

2m2

m1 +m2
υ2 ⇒ υ′1 = −2

√
3m/s

υ′2 =
m2 −m1

m1 +m2
υ2 +

2m1

m1 +m2
υ1 ⇒ υ′2 = 4

√
3m/s

Το Σ1 µετά την κρούση κινείται προς τα πάνω.

∆.3 Βρείτε το πλάτος ταλάντωσης του σώµατος Σ1 µετά την κρούση.

Επειδή η κρούση γίνεται στην ΘΙΤ και είναι ελαστική υ′1 = ωA′ ⇒ A′ =
0, 6m

∆.4 Βρείτε τον ϱυθµό µεταβολής της Κινητικής Ενέργειας στην ϑέση που
K = 3U για πρώτη ϕορά µετά την κρούση.

http://www.perifysikhs.com 6
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Για πρώτη ϕορά µετά την κρούση αν ϑεωρήσουµε την Θετική ϕορά προς

τα κάτωK = 3U σε µια αρνητική ϑέση µε αρνητική ταχύτητα(άνοδος του

σώµατος µετά την κρούση)

dK

dt
= ΣFυ = −Dxυ.

Με την χρήση της Α∆ΕΤ ϑα προκύψουν η ταχύτητα και η ϑέση

E = K + U ⇒ E = 4U ⇒ 1

2
DA′2 = 4

1

2
Dx2 ⇒ x = −A

′

2

E =
4K

3
⇒ 1

2
mυ2max =

4

3

1

2
mυ2 ⇒ υ = −

√
3

2
υmax.

dK

dt
= −90J/s

Αν η κρούση των σωµάτων Σ1 και Σ2 είναι κεντρική και πλαστική,

∆.5 να υπολογίσετε την δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης του συσσωµα-
τώµατος στην ϑέση µετά την κρούση.

Αν η κρούση είναι πλαστική το συσσωµάτωµα ϑα έχει νέα Θέση Ισορ-

ϱοπίας µε το ελατήριο επιµηκυσµένο κατά ∆l′. Εφαρµόζω την συνθήκη

ισορροπίας σε αυτή την ϑέση και ϐρίσκω ∆l′ =
(m1 +m2)g

k
. Η ϑέση

αµέσως µετά την κρούση απέχει x = ∆l′ −∆l =
m2g

k
= 0, 1m (Απαιτε-

ίται σχήµα !) ΄Αρα η ∆υναµική ενέργεια της ταλάντωσης στην παραπάνω

ϑέση ϑα είναι U =
1

2
kx2 = 0, 5J .

Επιµέλεια : Μιχάλης Ε. Καραδηµητρίου
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