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Οι έννοιες που σχετίζονται µε την µελέτη της κυκλικής κίνησης είναι ϐασι-
κές για την µελέτη σύνθετων κινήσεων σωµάτων. Στην Γ Λυκείου ϑα αναπτυ-
χθούν αναλυτικά οι µέθοδοι για την µελέτη αυτών των κινήσεων. Παρακάτω
παραθέτω ϐασικές έννοιες για την µελέτη της Οµαλής Κυκλικής κίνησης που
ϑα µας είναι χρήσιµες και αργότερα.

1 Περιοδικά Φαινόµενα

Ονοµάζονται τα ϕαινόµενα που επαναλαµβάνονται κατά τον ίδιο τρόπο σε
ίσα χρονικά διαστήµατα. Τέτοια ϕαινόµενα είναι η κυκλική οµαλή κίνηση,
η κίνηση του εκκρεµούς κ.ά. Κάθε περιοδικό ϕαινόµενο χαρακτηρίζεται από
την Περίοδο (T ) και τη Συχνότητα (f) του.

� Περίοδος (Τ) ενός περιοδικού ϕαινοµένου είναι ο χρόνος που απαιτε-
ίται για µια πλήρη επανάληψη του ϕαινοµένου. Αν σε χρόνο t γίνονται
Ν επαναλήψεις του ϕαινοµένου, τότε η περίοδος είναι ίση µε το πηλίκο:

T =
t

N
(1)

Μονάδα µέτρησης της περιόδου είναι το 1 s.

� Συχνότητα (f ) ενός περιοδικού ϕαινοµένου είναι το πηλίκο του αριθ-
µού Ν των επαναλήψεων του ϕαινοµένου σε ορισµένο χρόνο t, προς το
χρόνο t. ∆ηλαδή:

f =
N

t
(2)

Μονάδα µέτρησης της συχνότητας είναι το 1 Hz ή 1 s−1
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Από τον ορισµό τους, τα µεγέθη περίοδος και συχνότητα είναι αντίστρο-
ϕα και συνδέονται µε την σχέση:

f =
1

T
(3)

Η παραπάνω σχέση προκύπτει εύκολα από τον ορισµό της συχνότητας,
γιατί σε χρόνο µιας περιόδου έχει εκτελεστεί µια επανάληψη του ϕαινο-
µένου.

2 Η κινηµατική της οµαλής κυκλικής κίνησης

Η κυκλική κίνηση είναι γενικά η κίνηση που εκτελεί ένα σώµα όταν το
σχήµα της τροχιάς του είναι ένας κύκλος. Ιδιαίτερο ϐέβαια ενδιαφέρων έχει η
µελέτη της Οµαλής Κυκλικής Κίνησης, στην οποία το µέτρο της ταχύτητας
του σώµατος ϑα παραµένει σταθερή.Τέτοια κίνηση είναι η κίνηση της Γης
γύρω από τον ήλιο, η κίνηση ενός σηµείου του γνωστού µας cd κλπ. Στην
οµαλή κυκλική κίνηση το σώµα σε ίσα διαστήµατα διανύει ίδια τµήµατα
κύκλου. Τα ϐασικά µεγέθη για την περιγραφή µιας τέτοιας κίνησης είναι η
γραµµική και η γωνιακή ταχύτητα.

Γραµµική Ταχύτητα

Σχήµα 1: Το διάνυσµα της γραµµικής ταχύτητας

Θεωρούµε ένα σώµα µάζας m και υποθέτουµε ότι σε χρονικό διάστηµα
∆t διαγράφει µήκος τόξου ∆s που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία ∆θ.
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Ονοµάζουµε γραµµική ταχύτητα ~υ του υλικού σηµείου, ένα διάνυσµα, το

οποίο έχει µέτρο ίσο µε το πηλίκο του τόξου ∆s προς τον αντίστοιχο χρόνο

∆t.

υ =
∆s

∆t
(4)

Η γραµµική ταχύτητα εφάπτεται της κυκλικής τροχιάς στη ϑέση που
ϐρίσκεται κάθε ϕορά το υλικό σηµείο και έχει τη ϕορά της κίνησης του. Η
µονάδα µέτρησης είναι το 1m/s. Είναι προφανές ότι το διάνυσµα της
γραµµικής ταχύτητας δεν έχει σταθερή κατεύθυνση κατά την διάρ-
κεια της κυκλικής κίνησης, καθώς αλλάζει συνεχώς προσανατολισµό.

Γωνιακή Ταχύτητα

Ονοµάζουµε γωνιακή ταχύτητα ~ω του υλικού σηµείου ένα διάνυσµα, το οποίο

έχει διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο της κυκλικής τροχιάς του και µέτρο ίσο

µε το πηλίκο της επίκεντρης γωνιάς ∆θ προς τον αντίστοιχο χρόνο ∆t.

Σχήµα 2: Το διάνυσµα της γωνιακής ταχύτητας

ω =
∆θ

∆t
(5)

Η κατεύθυνση της γωνιακής ταχύτητας ~ω καθορίζεται µε τον κανόνα του
δεξιού χεριού. Η µονάδα µέτρησης της γωνιακής ταχύτητας είναι το 1rad/s.
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Προσοχή η επίκεντρη γωνιά θ έχει ως µονάδα µέτρησης το 1 ακτίνιο (1
rad) το οποίο ορίζεται ως η επίκεντρη γωνία που αντιστοιχεί σε µήκος τόξου
ίσο µε το µήκος της ακτίνας

Σχέση γραµµικής και γωνιακής ταχύτητας

Η επίκεντρη γωνία θ που αντιστοιχεί σε µήκος τόξου S µας είναι γνωστό
ότι ορίζεται από την σχέση θ =

s

R
. Εύκολα προκύπτει από τον ορισµό της

γωνίας έχουµε:

∆θ =
∆s

R
⇒ ∆s = R ·∆θ ⇒ υ =

∆s

∆t
= R

∆θ

∆t
⇒ υ = ω ·R (6)

Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση είναι σαφές ότι η γραµµική ταχύτη-
τα είναι ανάλογη της απόστασης του σώµατος από το κέντρο της κυκλικής
τροχιάς. Αν για παράδειγµα µελετήσουµε την κυκλική κίνηση ενός δίσκου,
όλα τα σηµεία του έχουν την ίδια γωνιακή ταχύτητα, αλλά τα σηµεία που
ϐρίσκονται στην περιφέρεια του δίσκου έχουν την µέγιστη γραµµική τα-
χύτητα.

Κεντροµόλος επιτάχυνση

Στην κυκλική κίνηση λόγω της µεταβολής της διεύθυνσης της γραµµι-
κής ταχύτητας του, το σώµα έχει κεντροµόλο επιτάχυνση, της οποίας το

Σχήµα 3: Το διάνυσµα της ακ
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µέτρο δίνεται από την σχέση:

ακ =
υ2

R
= ω2 ·R (7)

Η κεντροµόλος επιτάχυνση είναι υπεύθυνη για την µεταβολή της διεύθυν-
σης της γραµµικής ταχύτητας. Η διεύθυνση της είναι πάντα κάθετη στην
γραµµική ταχύτητα.

Οµαλή κυκλική κίνηση

΄Οταν το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας παραµένει σταθερό, τότε η κίνηση
του υλικού σηµείου χαρακτηρίζεται ως Οµαλή Κυκλική Κίνηση.

Στην κίνηση αυτή παραµένει επίσης σταθερό και το µέτρο της γωνιακής
ταχύτητας, οπότε προκύπτει :

υ =
∆s

∆t
=
s− 0

t− 0
⇒ s = υ · t (8)

ω =
∆θ

∆t
=
θ − 0

t− 0
⇒ θ = ω · t (9)

Στην οµαλή κυκλική κίνηση το υλικό σηµείο σε ίσους χρόνους διανύει
ίσα τόξα και ίσες γωνίες.

Σχέση γραµµικής ταχύτητας (γωνιακής ταχύτητας)- περιόδου

Σε χρονικό διάστηµα µιας περιόδου (∆t = T ) το σώµα που εκτελεί οµαλή
κυκλική κίνηση έχει κάνει µια πλήρη περιστροφή, εποµένως η έχει δια-
γράψει µήκος ίσο µε την περιφέρεια του κύκλου (∆s = 2πR) και επίκεντρη
γωνία ίση µε ∆θ = 2π. ΄Αρα για την Οµαλή κυκλική κίνηση η γραµµική
και η γωνιακή ταχύτητα µπορούν να γραφτούν :

ω =
2π

T
υ =

2πR

T
(10)

που αν λάβουµε υπόψη µας την σχέση περιόδου - συχνότητας προκύπτει
ότι :

ω = 2πf υ = 2πRf (11)
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Η κεντροµόλος δύναµη

Σύµφωνα µε τους Νόµους του Νεύτωνα η αιτία για το είδος µιας κίνησης
είναι µια δύναµη. Η κεντροµόλος δύναµη είναι εκείνη που ¨ευθύνεται¨
για την κυκλική κίνηση, καθώς ¨αναγκάζει¨ το σώµα να στρίβει συνεχώς
ακολουθώντας µια κυκλική τροχιά. Η κεντροµόλος δύναµη είναι συνεχώς
κάθετη στην γραµµική ταχύτητα και έχει ϕορά προς το κέντρο της κυκλικής
τροχιάς. Σύµφωνα µε τον 2ο Νόµο του Νεύτωνα:

ΣF = m · α⇒ ΣF = m · ακ =
m · υ2

R
⇒ Fκ =

m · υ2

R
(12)

Η παραπάνω σχέση είναι η ϊκανή και αναγκαία συνθήκη¨ για να
εκτελεί ένα σώµα Κυκλική Κίνηση. ΄Αρα αν ένα σώµα εκτελεί Κυκλική
Κίνηση, ϑα πρέπει η συνισταµένη των δυνάµεων που είναι κάθετες στην
ταχύτητα του να έχουν µέτρο ίσο µε την Fκ Για παράδειγµα αν υποθέσουµε

Σχήµα 4: Το διάνυσµα της Fκ

ότι η κίνηση της Γης γύρω από τον ΄Ηλιο είναι µια κυκλική κίνηση η αιτία
είναι η ϐαρυτική έλξη του ήλιου στην γη που λόγω της κατεύθυνσης της
ϑα παίξει τον ϱόλο της κεντροµόλου δύναµης. Αντίστοιχο παράδειγµα είναι
η κίνηση του ηλεκτρονίου γύρω από τον πυρήνα του ατόµου σύµφωνα µε
την κλασσική ερµηνεία του ατόµου. Εκεί η ηλεκτρική δύναµη Coulomb ϑα
παίξει τον ϱόλο της κεντροµόλου δύναµης.
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3 Ασκήσεις - Προβλήµατα προς λύση

Με ϐάση τα παραπάνω προσπαθήστε να λύσετε τις ακόλουθες ασκήσεις και
προβλήµατα.

3.1 Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις, που αναφέρονται στην οµα-
λή κυκλική κίνηση, είναι σωστές ;

α) Το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας είναι σταθερό.

ϐ) Το διάνυσµα της γραµµικής ταχύτητας είναι σταθερό.

γ) Το µέτρο της κεντροµόλου επιτάχυνσης είναι σταθερό.

δ) Η κεντροµόλος επιτάχυνση είναι κάθε χρονική στιγµή κάθετη στη γραµ-
µική ταχύτητα.

ε) Για να πραγµατοποιήσει ένα σώµα κυκλική κίνηση δεν απαιτείται δύνα-
µη.

στ) Η κεντροµόλος δύναµη δεν είναι µια ακόµα δύναµη που ασκείται στο
σώµα, αλλά η συνισταµένη των δυνάµεων που ασκούνται στο σώµα στην
διεύθυνση της ακτίνας της κυκλικής κίνησης.

3.2 ΄Ενα σώµα κάνει οµαλή κυκλική κίνηση, Ποια από τα επόµενα
µεγέθη παραµένουν σταθερά ;

α) Η γραµµική ταχύτητα

ϐ) Η περίοδος

γ) Η συχνότητα

δ) Η κεντροµόλος δύναµη

3.3 Στην οµαλή κυκλική κίνηση:

α) η κεντροµόλος επιτάχυνση είναι κάθε στιγµή κάθετη στη γραµµική
ταχύτητα,
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ϐ) η ϕορά της κεντροµόλου επιτάχυνσης εξαρτάται από την ϕορά της κίνη-
σης του κινητού,

γ) όταν διπλασιάζεται η γωνιακή ταχύτητα διπλασιάζεται και η κεντρο-
µόλος επιτάχυνση.

δ) Η επιτάχυνση του κινητού είναι εφαπτόµενη στην τροχιά.

ε) Η συνισταµένη των δυνάµεων που ασκούνται στο σώµα είναι ίση µε
µηδέν

3.4 Για ένα σώµα που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση ποιοι από τους
παρακάτω τύπους δίνουν το µέτρο της κεντροµόλου δύναµης ;

α) Fκ = m · 4π
2

f
·R

ϐ) Fκ = m · 4π2f 2 ·R

γ) Fκ = m · 4π
2

T 2
·R

δ) Fκ = m · υ
2

R

3.5 ΄Ενας δροµέας διανύει την περιφέρεια ενός κυκλικού στίβου,
που το µήκος της είναι 200 m, σε χρόνο 40s. Να ϐρείτε:

α) την περίοδο και την συχνότητα της κυκλικής κίνησης του δροµέα,

ϐ) τη γραµµική και τη γωνιακή του ταχύτητα.

3.6 Μικρό σώµα εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση µε γραµµική ταχύτη-
τα υ = 10πm/s και µε περίοδο T = 10s. Να ϐρείτε:

α) τη συχνότητα περιφοράς,

ϐ) την ακτίνα περιφοράς,

γ) τη γωνιακή ταχύτητα,

δ) την κεντροµόλο επιτάχυνση.
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3.7 Στο άτοµο του υδρογόνου σύµφωνα µε την ϑεωρία του Bohr, το
ηλεκτρόνιο κάνει οµαλή κυκλική κίνηση γύρω από τον πυρήνα
µε ακτίνα περιφοράς R = 10−10m και µε περίοδο T = 10−16s. Να
ϐρείτε:

α) τη συχνότητα περιφοράς του ηλεκτρονίου,

ϐ) τη γωνιακή και την γραµµική ταχύτητα του ηλεκτρονίου,

γ) τη κεντροµόλο επιτάχυνση του.

3.8 Ποδήλατο, του οποίου οι ϱόδες έχουν ακτίνα R = 0, 5m, κινείται
µε σταθερή ταχύτητα υ = 20m/s σε ευθύγραµµο δρόµο.

α) Να αποδείξετε ότι το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας των σηµείων της
περιφέρειας κάθε ϱόδας των ποδηλάτων είναι ίσο µε το µέτρο της τα-
χύτητας του ποδηλάτου.

ϐ) Να ϐρείτε την περίοδο και τη συχνότητα περιστροφής της κάθε ϱόδας.

γ) Πόση είναι η κεντροµόλος επιτάχυνση ενός σηµείου της ϱόδας που
ϐρίσκεται στο µέσο της ακτίνας της.

3.9 ΄Ενα αυτοκίνητο κινείται ευθύγραµµα και οµαλά σε λασπωµένο
δρόµο, χωρίς να γλιστράνε οι τροχοί του. Κάθε τροχός σε χρόνο
t = 5s αφήνει ίχνη µήκους s = 200m. Αν η ακτίνα του κάθε
τροχού είναι R = 0, 5m, να ϐρείτε:

α) την ταχύτητα του αυτοκινήτου,

ϐ) την περίοδο περιστροφής των τροχών,

γ) πόσο είναι το µήκος του ίχνους που αφήνει ένας τροχός σε χρόνο µιας
περιόδου.
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3.10 Η Γη περιστρέφεται γύρω από τον άξονα της και σε 24h εκτελεί
µια πλήρη περιστροφή. Αν στον Ισηµερινό η ακτίνα της Γης
είναιR = 6400km να ϐρείτε για ένα σηµείο του Ισηµερινού:

α) την περίοδο και την συχνότητα,

ϐ) τη γωνιακή ταχύτητα

γ) τη γραµµική ταχύτητα

3.11 Σώµα µάζας m = 4kg εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση σε τροχιά
ακτίνας r = 1m. Αν η κεντροµόλος δύναµη έχει µέτρο Fκ =
100N , να ϐρείτε για το σώµα:

α) την κεντροµόλο επιτάχυνση του,

ϐ) τη γραµµική του ταχύτητα,

γ) τη συχνότητα του,

δ) την περίοδο του.

3.12 Σώµα µάζας m = 1kg κινείται µε γραµµική ταχύτητα σταθερού
µέτρου υ = 10m/s, δεµένο στο άκρο σχοινιού µήκους r = 1m.
Το άλλο άκρο του σχοινιού το κρατάµε µε το χέρι µας. Αν το
σχοινί είναι συνέχεια οριζόντιο, να ϐρείτε:

α) τη γωνιακή ταχύτητα του σώµατος,

ϐ) την κεντροµόλο δύναµη στο σώµα,

γ) την τάση του σχοινιού,

δ) τη δύναµη που δέχεται το χέρι µας από το σχοινί,

στ) Αν το όριο ϑραύσης του σχοινιού είναι T = 400N , ποια πρέπει να είναι
η µέγιστη συχνότητα περιστροφής για να µην κοπεί το σχοινί·
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3.13 ΄Οχηµα κινείται σε οριζόντιο κυκλικό δρόµο ακτίνας R = 25m.

α) Ποια δύναµη παίζει τον ϱόλο της κεντροµόλου δύναµης·

ϐ) Αν ο συντελεστής στατικής τριβής µεταξύ των ελαστικών και του οδο-
στρώµατος είναι µστ = 0, 4 να ϐρείτε τη µέγιστη ταχύτητα µε την οποία
µπορεί να κινηθεί το όχηµα µε ασφάλεια.

γ) Η µέγιστη ταχύτητα εξαρτάται από την µάζα του οχήµατος·

∆ίνεται : g = 10m/s2

3.14 Σώµα µικρών διαστάσεων είναι δεµένο στη µια άκρη σχοινιού
µήκους l = 80cm και διαγράφει κατακόρυφο κύκλο γύρω από
την µια την άλλη άκρη του σχοινιού, που διατηρείται ακίνητη.
Ποια είναι η µικρότερη δυνατή ταχύτητα που µπορεί να έχει το
σώµα όταν ϐρίσκεται στην ανώτερη ϑέση, ώστε να εξακολουθεί
να κινείται κυκλικά·

∆ίνεται : g = 10m/s2
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	          24 h  µ  .   µ     R = 6400 km  ß   µ  µ:
	 µ µ m = 4 kg  µ      r = 1 m.   µ µ  µ F = 100 N,  ß   µ:
	 µ µ m = 1 kg  µ µµ   µ = 10 m/s, µ    µ r = 1 m.       µ µ   µ.      ,  ß:
	 µ     µ  R=25m.
	µ µ   µ  µ   µ l = 80 cm        µ     ,   .    µ    µ    µ  ß   ,      ;


