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3 Φθίνουσες Ταλαντώσεις

3.1 Μηχανικές Ταλαντώσεις

Οι ταλαντώσεις των οποίων το πλάτος µειώνεται µε τον χρόνο και τελικά µηδενίζεται λέ-
γονται Φθίνουσες ή Αποσβεννύµενες. ΄Ολες οι ταλαντώσεις στην ϕύση είναι ϕθίνουσες,
γιατι καµµία κίνηση δεν είναι απαλαγµένη απο τριβές και αντιστάσεις. Η απόσβεση (
δηλαδή η ελάττωση) του πλάτους µιας ταλάντωσης οφείλετεαι στις δυνάµεις που αντιτίθεν-
ται στην κίνση του. Επειδή αυτές οι δυνάµεις είναι αντίθετες µε την ταχύτητα, παράγουν
συνεχώς αρνητικό έργο µε αποτέλεσµα να µεταφέρουν συνεχώς ενέργεια απο το ταλαντού-
µενο σύστηµα στο περιβάλλον. ΄Ετσι η ολική ενέργεια του συστήµατος µε την πάροδο του
χρόνου ελαττώνεται και το πλάτος της ταλάντωσης, που εξαρτάται από την ολική ενέργεια
µειώνεται.

Γενικά οι δυνάµεις που προκαλούν µείωση του πλάτους δεν είναι ευκολο να προσδιορ-
ιστούν. Μια περίπτωση µε µεγάλο ενδιαφέρον ειναι η περίπτωση της δύναµης που είναι
ανάλογη και αντίθετη της ταχύτητας.

F ′ = −bυ (62)

Μια τέτοια δύναµη είναι η δύναµη αντίστασης που ασκείται σε µικρά αντικειµενα που
κινούνται µέσα στο νερό ή στον αέρα.

Η σταθερά αναλογίας b είναι µια ϑετική ποσότητα που ονοµάζεται σταθερά απόσβεσης
και εξαρτάται από τις ιδιότητες του µέσου καθώς και από το σχήµα και το µέγεθος του
αντικειµένου που κινείται. Η µονάδας µέτρησης στο S.I. είναι το 1kg/s. Από την µορφή
της δύναµης είναι εµφανές ότι ο ϱυθµός µείωσης του πλάτους της ταλάντωσης ϑα εξαρτάται
από την τιµή της σταθεράς b. ΄Οσο µεγαλύτερη είναι, τόσο µεγαλύτερη ϑα είναι και η
µείωση του πλάτους σε κάθε περίοδο.

Σχήµα 14: Η άυξηση της
πυκνότητας αέρα έχει σαν
αποτέλεσµα µείωση του πλά-
τους

Χρησιµοποιόντας την διάταξη του διπλανού σχήµα-
τος και για διάφορες τιµές της σταθεράς απόσβεσης,
παίρνουµε τις παρακάτω γραφικές παραστάσεις, στις
οποίες αποδίδεται η αποµάκρυνση x σε συνάρτηση µε
τον χρονο για µηδενική, µικρή, µεσαία και µεγάλη απόσ-
ϐεση.

Τα ϐασικά συµπεράσµατα που προκύπτουν είναι :

� Το πλάτος της ταλάντωσης είναι ϕθίνουσα
συνάρτηση του χρόνου. Το πόσο γρήγορα µειώνε-
ται το πλάτος εξαρτάται από τη σταθερά απόσβεσης
b. ΄Οταν η σταθερά απόσβεσης µεγαλώνει, το πλά-
τος της ταλάντωσης µειώνεται πιο γρήγορα. Στις
ακραίες περιπτώσεις που η σταθερά b παίρνει
πολύ µεγάλες τιµές, η κίνηση γίνεται απερι-
οδική, δηλαδη ο ταλαντωτής επιστρέφει στην ϑέση
ισορροπίας του και µένει εκεί.
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� Η περίοδος για ορισµένη τιµή της σταθεράς b,
διατηρείται σταθερή και ανεξάρτητη από το πλάτος. ΄Οταν η σταθερά b µεγαλώνει,
η περίοδος παρουσιάζει µια µικρή αύξηση που, στα πλαίσια του σχολικού ϐιβλίου ϑα
ϑεωρούµε αµελητέα.

Σχήµα 15: Φθίνουσες µηχανικές ταλαντώσεις
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Η εκθετική µείωση του πλάτους Το πλάτος της ταλάντωσης µειώνεται εκθετικά µε τον
χρονο σύµφωνα µε την σχέση:

A = A0e
−Λt (63)

όπου A0 είναι το πλάτος της ταλάντωσης την χρονική στιγµή t = 0 και Λ = b
2m

είναι µια
ϑετική σταθερά. Η µονάδα µέτρησης της σταθεράς Λ στο S.I. είναι το s−1.

Χρόνος Υποδιπλασιασµού ή ηµισείας Ϲωής του πλάτους Από την σχέση (63) π-
προκύπτει ότι για την µείωση του πλάτους κατά 50% απαιτείτε πάντοτε το ίδιο χρονικό
διάστηµα t1/2 που ονοµάζεται χρόνος υποδιπλασιασµού του πλάτους.

΄Αν ϑέσουµε στην σχέση A = A0

2
τότε ϐρίσκουµε τον χρόνο t1/2:

A0

2
= A0e

−Λt1/2 ⇒ 1

2
= e−Λt1/2 ⇒ 2 = eΛt1/2 ⇒ ln2 = Λt1/2 ⇒ t1/2 =

ln2

Λ
(64)

΄Αρα ο χρόνος υποδιπλασιασµού είναι ανεξάρτητος του αρχικού πλάτους της ταλάντωσης,
εξαρτάται αποκλειστικά απο την σταθερά Λ.

Σχήµα 16: Η εκθετική µείωση του πλάτους και της µέγιστης αποµάκρυνσης

Η εκθετική µείωση της µέγιστης αποµάκρυνσης Οι µέγιστες αποµακρύνσεις προς
την ίδια κατεύθυνση µειώνονται εκθετικά µε τον χρονο. ∆ηλαδή ισχύει η σχέση:

Aκ = A0e
−Λt, t = κT, κ = 0, 1, 2, ...

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι ο λόγος δύο διαδοχικών µεγίστων αποµακρύνσεων,
προς την ίδια κατεύθυνση, διατηρείται σταθερός. ∆ηλαδή, ισχύει :

A0

A1

=
A1

A2

=
A2

A3

= ... =
Aκ
Aκ+1

= σταθ. (65)
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Απόδειξη: Επιλέγοντας τις χρονικές στιγµές t1 = κT και t2 = (κT + 1)T ϐρίσκουµε:

Aκ
Aκ+1

=
A0e

−Λ(κT )

A0e−Λ(κT+1)
= eΛT = σταθ.

Η ενέργεια στην ϕθίνουσα µηχανική ταλάντωση µειώνεται και αυτή εκθετικά µε τον χρονο
και ϑα υπολογίζεται από τον τύπο:

E =
1

2
DA2 =

1

2
D(A0e

−Λt)⇒ E =
1

2
DA2

0e
−2Λt ⇒ E = E0e

−2Λt (66)

Αντίστοιχα µε τον λόγο των διαδοχικών πλατών, αποδικνύεται πολύ εύκολα ότι ισχύει η
σχέση:

E0

E1

=
E1

E2

=
E2

E3

= ... =
Eκ
Eκ+1

= σταθ. (67)

3.2 Ηλεκτρικές Ταλαντώσεις

Σε ένα κύκλωµα L−C για να ειναι η ηλεκτρική ταλάντωση αµείωτη, δεν πρέπει να υπάρχει
απώλεια ενέργειας, κάτι που πρακτικά ειναι αδυνατο. Οι ηλεκτρικές ταλαντώσεις είναι
ϕθίνουσες. Το πλάτος της έντασης του ϱεύµατος καθώς και το µέγιστο ϕορτίο στον πυκνωτή
διαρκώς µικραίνουν και τελικά το κύκλωµα πάυει να ταλαντώνεται.

Στην περίπτωση των ηλεκτρικών ταλαντώσεων, ο
κύριος λόγος της απόσβεσης είναι η ωµική αντίσταση
R, η οποία παίζει για το κύκλωµα τον ίδιο ακριβώς
ϱόλο που παιζει για τον αρµονικό ταλαντωτή η στα-
ϑερά απόσβεσης b. Μόλις κλείσουµε τον διακόπτη,
ο πυκνωτής αρχίζει να εκφορτίζεται και το κύκλω-
µα διαρρέεται από ϱευµα. Η ωµική αντίσταση µετα-
τρέπει ϐαθµιαία την ηλεκτρική ενέργεια σε ϑερµότη-
τα Joule, µε αποτέλεσµα η ολική ενέργεια και κατα
συνέπεια το µέγιστο ϕορτίο του πυκνωτη διαρκώς να
µειώνεται και τελικά να µηδενίζεται. Μεταβάλλοντας
την ωµική αντίσταση R, µπορούµε να λάβουµε τις γραφικές παραστάσεις του ϕορτιου q
του πυκνωτή σε συνάρτηση µε τον χρονο t για µηδενική, µικρή, µεσαία και πολύ µεγάλη
ωµική αντίσταση.

Τα ϐασικά συµπεράσµατα που προκύπτουν απο τις γραφικές είναι :

� Ο ϱυθµός µείωσης του µέγιστου ϕορτίου εξαρτάται από την αντίσταση R και, όταν η
αντίσταση µεγαλώνει, το µέγιστο ϕορτίο µειώνεται πιο γρήγορα.

� Η περίοδος, για ορισµένη ποσότητα της αντίστασης, διατηρείται σταθερή και ανεξάρτητη
από το µέγιστο ϕορτίο στον πυκνωτή. Η περίοδος της ταλάντωσης µεγαλώνει όταν
µεγαλώνει η αντίσταση. Η άυξηση όµως αυτή µπορει να ϑεωρηθεί αµελητέα.
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� Αν η τιµή της αντίστασης υπερβεί κάποιο όριο η ταλάντωση γινεται απεριοδική.

Σχήµα 17: Φθίνουσες ηλεκτρικές ταλαντώσεις
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Η εκθετική µείωση του µέγιστου ϕορτιου του πυκνωτή Αποδεικνύεται ότι η µεταβολή
του µέγιστου ϕορτίου σε συνάρτηση µε τον χρόνο ϑα δίνεται από την σχέση:

Q = Q0e
−Λt (68)

όπου Q0 ειναι το µέγιστο ϕορτίο του πυκνωτη την χρονική στιγµή t = 0 και η σταθερά
Λ = R

2L
µε R την ωµική αντίσταση του κυκλώµατος και L τον συντελεστή αυτεπαγωγής του

πηνίου. Η παραπάνω σχέση ειναι σε πλήρη αντιστοιχία µε την σχέση για το πλάτος της
µηχανικής ταλάντωσης.

Από την παραπάνω σχέση και σε πλήρη αντιστοιχία µε τις ϕθίνουσες µηχανικές ταλαν-
τώσεις, αποδικνύεται η σχέση:

Q0

Q1

=
Q1

Q2

= ... =
Qκ

Qκ+1

= σταθ. (69)

Η ενέργεια στην ϕθίνουσα ηλεκτρική ταλάντωση µειώνεται και αυτή εκθετικά µε τον
χρόνο ακριβώς όπως και στην περίπτωση των µηχανικών ταλαντώσεων. Επίσης το ποσό
ϑερµότητας (QR) που εκλύεται στον αντιστάτη είναι ισο µε την µείωση της ενέργειας του
κυκλώµατος και δίνεται :

QR = E0 − E1 =
1

2

Q2
0

C
− 1

2

Q2

C
(70)

Πρόταση Μελέτης: Λύσε απο τον ΄Α τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ. Παναγιω-
τακόπουλου τις ακόλουθες ασκήσεις : 6.1 - 6.38, 6.50, 6.51, 6.52, 6.53, 6.55, 6.56,
6.58, 6.60, 6.61, 6.62, 6.63, 6.65, 6.66, 6.67, 6.68, 6.70

4 Εξαναγκασµένες Ταλαντώσεις

4.1 Μηχανικές Ταλαντώσεις

Στο διπλανό σχήµα ϕαινεται ένα συστηµα ελατηρίου - µάζας. Αν η
µάζα αποµακρυνθεί από την ϑέση ισορροπίας της προς τα κάτω κατα
Α και αφεθεί ελέυθερη, το σύστηµα να εκτελέσει κατακόρυφη ταλάν-
τωση. Αν δεν υπάρχουν αντιστάσεις, η ταλάντωση ϑα είναι αµείωτη, µε
συχνότητα:

f0 =
1

2π

√
k

m
(71)

΄Οµως στην πραγµατικότητα η ταλάντωση ϑα είναι ϕθίνουσα. Η
συχνότητα της ϑα είναι λίγο µικρότερη από την f0 ( στην πράξη µ-
πορει να ϑεωρηθεί περίπου ίση µε την f0. Μια τέτοια ταλάντωση ονοµάζεται ελεύθερη
ταλάντωση.

Η συχνότητα f0 µε την οποία πραγµατοποιείται µια ελέυθερη ταλάντωση, ονοµάζεται
ιδιοσυχνότητα της ταλάντωσης.
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Μια χρήσιµη παρατήρηση ( εκτός ύλης) ϑεωρητικά η συχνότητα της ϕθίνουσας
ταλάντωσης fφ είναι µικρότερη από την ιδιοσυχνότητα f0 και αυτό επιβεβαιώνεται από
την σχέση:

ωφ =

√
ω2

0 −
(

b

2m

)2

, ω0 =

√
D

m

η οποία ισχύει όταν στο σύστηµα ενεργει µια δύναµη αντίστασης της µορφής F ′ =
−bυ. Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση γενικά ωφ < ω0 ή fφ < f0. Στην περίπτωση
όµως που η σταθερά b είναι πολύ µικρή ( σχολικό ϐιβλίο) τότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε
ότι fφ = f0.

Αν ϑέλουµε να διατηρείται σταθερό το πλάτος της ταλάντωσης, πρέπει να ασκήσουµε στο
συστηµα µια περιοδική εξωτερική δύναµη. Αυτή την δυναµη την ονοµάζουµε διεγείρουσα
δύναµη.

Θεωρούµε την διάταξη του διπλανού σχηµατος,
όπου το ελατήριο είναι δεµένο µε σχοινί το άλ-
λο άκρο ειναι δεµένο σε ένα τροχό, ο οποίος µ-
πορεί να περιστρέφεται. Η περιστροφή του τρο-
χού αναγκάζει το σώµα να εκτελεί κατακόρυφη
ταλάντωση µε συχνότητα η οποία συµπίπτει µε την
συχνότητα περιστροφής του τροχού. Η ταλάντωση
αυτή ονοµάζεται εξαναγκασµένη.∆ηλαδη:

Εξαναγκασµένη Ταλάντωση ονοµάζεται η
ταλάντωση ενός συστήµατος, όταν σε αυτό ασκείται
εξωτερική περιοδική δυναµη, µε αποτέλεσµα το
πλάτος της ταλάντωσης να παραµένει σταθερό.

Ο τροχός µε την περιοδική δύναµη που ασκεί
ονοµάζεται διεγέρτης. Η συχνότητα της εξαναγκασ-
µένης ταλάντωσης είναι ίδια µε την συχνότητα του διεγέρτη (fδ) και όχι η ιδιοσυχνότητα του
συστήµατος (f0). ∆ηλαδή στην εξαναγκασµένη ταλάντωση ο διεγέρτης επιβάλλει στην
ταλάντωση την συχνότητα του.

Καµπύλες Συντονισµού
Το πλάτος της εξαναγκασµένης ταλάντωσης Α εξαρτάται από την συχνότητα fδ του

διεγέρτη. Συγκεκριµένα, αν µεταβληθεί η συχνότητα fδ του διεγέρτη µεταβάλλεται και
το πλάτος της εκτελούµενης ταλάντωσης. Οι τιµές του πλάτους είναι γενικά µικρές, εκτός
και αν η συχνότητα του διεγέρτη πλησιάζει στην ιδιοσυχνότητα f0, οπότε το πλάτος παίρνει
µεγάλες τιµές και γίνεται µλεγιστο, όταν η συχνότητα fδ γίνει ίση µε την ιδιοσυχνότητα.
Τότε λέµε ότι έχουµε συντονισµό.

Συντονισµός ονοµάζεται το ϕαινόµενο κατά το οποίο για µια ορισµένη συχνότητα του
διεγέρτη, το πλάτος της εξαναγκασµένης ταλάντωσης ενός συστήµατος γίνεται µέγιστο.
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Στην περίπτωση που µια ταλάντωση δεν έχει απώλειες ενέργειας (b = 0), όταν fδ = f0,
το πλάτος γίνεται ϑεωρητικά άπειρο. Στην πράξη όµως αυτό είναι αδύνατο γιατι πάντα
υπάρχουν (έστω και µικρές) απώλειες ενέργειας.

Σχήµα 18: Καµπύλες συντονισµού πλάτους

Για διάφορες τιµές της στα-
ϑεράς απόσβεσης (b), το πλά-
τος παίρνει µια πεπερασµένη
µέγιστη τιµή που εξαρτάται από
την τιµή της σταθεράς απόσβεσης.
Ταυτόχρονα ο συντονισµός συµ-
ϐαινει όταν η συχνότητα fδ του
διεγέρτη είναι λίγο µικρότερη από
την ιδιοσυχνότητα f0. Οι Καµ-
πύλες συντονισµού αποτυπώ-
νουν µε τον καλύτερο τρόπο τα
παραπάνω.

Ενεργειακή προσέγγιση
Στις ελέυθερες ταλαντώσεις,

κατά την διέγερση του συστήµατος
δίνεται σάυτό κάποια µηχανική
ενέργεια, η οποία διατηρείται σ-
ταθερή, αν η ταλάντωση είναι
αµείωτη, ή µετατρέπεται σε ϑερ-
µότητα άν η ενέργεια είναι ϕθί-
νουσα.

Στις εξαναγκασµένες ταλαντώσεις, στο σύστηµα προσφέρεται περιοδικά ενέργεια µε
συχνότητα fδ, µέσω της διεγείρουσας δύναµης. Ο ϱυθµός µε τον οποίο προσφέρεται η
ενέργεια στο σύστηµα αντισταθµίζει τον ϱυθµό µε τον οποίο η ενέργεια µετατρέπεται σε
ϑερµότητα λόγω τριβών και αντιστάσεων και έτσι το πλάτος παραµένει σταθερό. Ο τρόπος
µε τον οποίο το ταλαντούµενο σύστηµα απορροφά την ενέργεια είναι ¨εκλεκτικός¨ και
έχει να κάνει µε την συχνότητα που του προσφέρεται. Κατά τον συντονισµό, η ενέργεια
µεταφέρεται στο σύστηµα µε ϐέλτιστο τρόπο, γι΄ αυτό και το πλάτος είναι µέγιστο. Λέ-
γοντας ϐέλτιστο τρόπο, εννοούµε ότι κατα τον συντονισµό η κατεύθυνση της εξωτερικής
διεγείρουσας δύναµης (Fεξ) ταυτίζεται µε την κατεύθυνση της ταχύτητας υ του συστήµατος.

4.2 Ηλεκτρικές Ταλαντώσεις

Αν ένα κύκλωµα L−C διεγερθεί (π.χ. µε ϕόρτιση του πυκνωτή από πηγή συνεχούς τάσης)
εκτελεί ελεύθερη ηλεκτρική ταλάντωση µε συχνότητα:

f0 =
1

2π
√
LC

(72)

Αν το κύκλωµα δεν παρουσιάζει αντίσταση (ιδανικό κύκλωµα L−C), τότε η ταλάντωση
είναι αµείωτη. Αν, όµως αντίσταση στο κύκλωµα δεν είναι αµελητέα (R 6= 0),η ταλάντωση
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είναι ϕθίνουσα µε συχνότητα ελαφρώς µικρότερη από την ιδιοσυχνότητα f0 του κυκλώ-
µατος ( πρακτικά περίπου ίση για το σχολικό ϐιβλίο).΄Οπως και στις ϕθίνουσες µηχανικές
ταλαντώσεις, έτσι και εδώ το κύκλωµα µπορει να εκτελέσει εξαναγκασµένη ταλάντωση. Ως
διεγέρτης µπορει να χρησιµοποιηθεί µια πηγή εναλλασσόµενης τάσης, όπως ϕαίνεται
στο σχήµα.

Τότε, το κύκλωµα διαρρέεται από εναλασσόµενο ϱεύµα µε
συχνότητα f ,ίδια µε της εναλλασσόµενης τάσης. Αν µεταβάλουµε
την συχνότητα της τάσης, το πλάτος της έντασης του εναλ-
λασσόµενου ϱεύµατος µεταβάλλεται και παίρνει την µέγιστη
τιµή του, όταν η συχνότητα f γίνεται ακριβώς ίση µε την
ιδιοσυχνότητα f0 του κυκλώµατος L − C. Στην περίπτωση
αυτή λέµε ότι το κύκλωµα L − C ϐρίσκεται σε συντον-
ισµό. Στο διάγραµµα του παρακάτω σχήµατος παριστάνεται
το πλάτος I της έντασης του ϱεύµατος σε συνάρτηση µε την
συχνότητα f , για διάφορες τιµές της ωµικής αντίστασης R.

Σχήµα 19: Καµπύλες συντονισµού πλάτους ϱεύµατος

Παρατηρούµε ότι οι καµπύλες
συντονισµού είναι αντίστοιχες µε
εκείνες των µηχανικών εξαναγκασ-
µένων ταλαντώσεων. Αυτό όµως
που πρέπει να προσέξουµε είναι
ότι καθώς η ωµική αντίσταση R
αυξάνεται, το πλάτος της έντασης
του ϱευµατος I µειώνεται, αλλά
η συχνότητα για την οποία συµ-
ϐαινει η µεγιστοποίηση του πλά-
τους της έντασης του ϱευµατος
δεν µετατοπίζεται προς µικρότερες
τιµές, αλλά παραµένει πάντα ίδια
µε την ιδιοσυχνότητα f0 του κυκ-
λώµατος.

Βασική εφαρµογή του συν-
τονισµού στις εξαναγκασµένης
ηλεκτρικές ταλαντώσεις είναι
το ϕαινόµενο ¨πίσω¨ από την επι-
λογή ϱαδιοφωνικού σταθµού στο
ϱαδιόφωνο. Η επιλογή ϐασίζεται
στον συντονισµό του κυκλώµατος

L − C του ϱαδιοφώνου µε τα ϱαδιοφωνικά κύµατα. Μεταβάλλοντας την συχνότητα στο
ϱαδιόφωνο µας µεταβάλλουµε την χωρητικότητα ενός πυκνωτή στο εσωτερικό του, άρα και
την ιδιοσυχνότητα f0 µέχρι να ¨συντονίστούµε¨ µε την συχνότητα f του σταθµού και να
ακούσουµε καθαρά την ένταση του σήµατος.

Πρόταση Μελέτης: Λύσε απο τον ΄Α τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ. Παναγιω-
τακόπουλου 7.1 - 7.29, 7.33-7.37, 7.39, 7.40-7.43
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