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2 Ηλεκτρικές Ταλαντώσεις

2.1 Το κύκλωµα L - C

∆ιαθέτουµε ένα κύκλωµα που περιλαµβάνει ένα πυκνωτή χωρητικότητας C, ένα ιδανικό πη-
νίο µε συντελεστή αυτεπαγωγής L και ένα διακόπτη ∆ συνδεδεµένα σε σειρά.Αν ϑεωρήσουµε
αµελητέες όλες τις ωµικές αντιστάσεις το κύκλωµα αυτο ονοµάζεται Ιδανικό Κύκλωµα L-C.

Φορτίζουµε τον πυκνωτή µε πηγή σταθερής τάσης V και αποµακρύνουµε την πηγή ϕόρ-
τισης. Ο αρχικά ϕορτισµένος πυκνωτής έχει ϕορτίο Q και ενέργεια UE ο διακόπτης ∆ είναι
ανοικτός. Το ϕορτίο και η ενέργεια που είναι αποθηκευµένη στον πυκνωτή υπολογίζονται
απο τις σχέσεις :

C =
Q

V
⇒ Q = CV (36)

UE =
1

2
CV 2 =

1

2

Q2

C
(37)

Την χρονική στιγµή t = 0, κλείνουµε τον διακόπτη ∆, οπότε αρχίζει η εκφόρτιση του
πυκνωτή και το κύκλωµα διαρρέεται απο ϱεύµα.Η ένταση του ϱεύµατος αυξάνεται σταδι-
ακά, γιατί το πηνίο αντιστέκεται στην απότοµη άυξηση του ϱεύµατος, λόγω του ϕαινοµένου
της αυτεπαγωγής και του κανόνα του Lentz. Η ΗΕ∆ από αυτεπαγωγή έχει πολικότητα
τέτοια ώστε να αντιστέκεται στο ϱευµα και υπολογίζεται απο την σχέση Eαυτεπ = −Ldi

dt
. Σε

κάθε χρονική στιγµή η VL = Eαυτεπ = VC = q
c
, όπου ϐέβαια VC είναι η τάση στα άκρα του

πυκνωτή.
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Σχήµα 10: Οι ϕάσεις της ηλεκτρικής ταλάντωσης σε χρόνο µιας περιόδου

Η αύξηση της έντασης του ϱεύµατος (i) συνεχίζεται µέχρι την στιγµή της πλήρους
εκφόρτισης του πυκνωτή (q = 0), οπότε και αποκτά την µέγιστη τιµή της (I) την
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χρονική στιγµή T/4.
Στην συνέχεια, η ένταση του ϱευµατος µειώνεται πάλι σταδιακά, γιατι το πηνίο αντι-

στέκεται στον απότοµο µηδενισµό της, λόγω του ϕαινοµένου της αυτεπαγωγής. Η µείωση
της έντασης του ϱεύµατος συνεχίζεται και η κίνηση των ϕορτίων έχει ως αποτέλεσµα ο
πυκνωτής να ϕορτίζεται µε αντίθετη πολιτικότητα απο την αρχική. ΄Οταν το ϱευµα µη-
δενιστεί (i = 0),ο πυκνωτής ϑα έχει αποκτήσει και πάλι ϕορτίο Q την χρονική
στιγµή T/2.

Στην συνέχεια ακολουθεί το ίδιο ϕαινόµενο, µε το ϱευµα να έχει αντίθετη ϕορά απο
την προηγούµενη, µέχρις ότου το κύκλωµα να επανέλθει στην κατάσταση στην οποία
ϐρισκόνταν την χρονική στιγµή t = 0.Στην ιδανική περίπτωση που δεν υπάρχουν απώλειες
ενέργειας το ϕαινόµενο επαναλµβάνεται διαρκώς. Αυτό το περιοδικό ϕαινόµενο ονοµάζεται
Ηλεκτρική Ταλάντωση.

2.2 Οι εξισώσεις της Ηλεκτρικής Ταλάντωσης

Στο πρόβληµα των Ηλεκτρικών ταλαντώσεων τα κύρια µεγέθη είναι το ϕορτίο του πυκνωτή (q)
και το ϱεύµα (i) που διαρρέει το πηνίο. Και τα δύο µεγέθη περιγράφονται από κατάλληλες
περιοδικές συναρτήσεις του χρόνου, µε περίοδο που δίνεται από την σχέση:

T = 2π
√
LC (38)

Οι χρονικές εξισώσεις για το ϕορτίο του πυκνωτή και το ϱεύµα που διαρρέει το πηνίο
στην γενική τους µορφή γράφονται :

q = Qηµ(ωt+ φ0) και i = Iσυν(ωt+ φ0)

Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς τις «οµοιότητες» των παραπάνω σχέσεων µε τις αντίσ-
τοιχες χρονικές εξισώσεις της αποµάκρυνσης x και της ταχύτητας υ των µηχανικών ταλαν-
τώσεων. Είναι προφανές ότι το Q αντιστοιχεί στην µέγιστη τιµή του ϕορτίου του πυκνωτή
( πλάτος ϕορτίου) και το I στην µέγιστη τιµή του ϱεύµατος (πλάτος ϱεύµατος). Επίσης η
ϕάση φ = ωt + φ0 έχεις τις ίδιες ιδιότητες µε την ϕάση της απλής αρµονικής ταλάντωσης
µε 0 ≤ φ0 ≤ 2π.

Στην πλειονότητα των προβληµάτων που ϑα µας απασχολήσουν η αρχική ϕάση ϑα
περιοριστεί σε δύο τιµές,σε αντίθεση µε τα προβλήµατα των µηχανικών ταλαντώσεων.

Η περίπτωση του ϕορτισµένου πυκνωτή ΄Οταν την χρονική στιγµή t = 0 το ϕορτίο
στον ϑετικά ϕορτισµένο οπλισµό είναι q = +Q και κατα συνέπεια η ένταση του ϱευµατος
στο κύκλωµα είναι i = 0 τότε αποδεικνύεται ότι φ0 = π/2. ΄Αρα προκύπτουν οι ακόλουθες
χρονικες εξισώσεις :

q = Qηµ(ωt+
π

2
)⇒ q = Qσυν(ωt) (39)

και
i = Iσυν(ωt+

π

2
)⇒ q = −Iηµ(ωt) (40)
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όπου I = ωQ, η µέγιστη τιµή της ένατασης του ϱευµατος. ( κατ΄ αντιστοιχία µε την
µέγιστη ταχύτητα της µηχανικής ταλάντωσης). Προσοχή η στιγµιαία τιµή του ϕορτίου
(q) αντιστοιχεί στο ϕορτίο του αρχικά ϑετικά ϕορτισµένου οπλισµού.

Η περίπτωση του αφόρτιστου πυκνωτή ΄Οταν την χρονική στιγµή t = 0 ο πυκνωτής
είναι αφόρτιστος (q = 0) και το πηνίο διαρρέεται απο ϱεύµα έντασης I, τότε αποδεικνύεται
ότι φ0 = 0. ΄Αρα προκύπτουν οι ακόλουθες χρονικές εξισώσεις :

q = Qηµ(ωt) (41)

και
i = Iσυν(ωt) (42)

Οι παραπάνω δύο περιπτώσεις δεν είναι ϐέβαια οι µοναδικές, καθώς όπως και στις
µηχανικές ταλαντώσεις η αρχική ϕάση µπορει να πάρει ένα έυρος τιµών ανάλογα µε τις ¨αρ-
χικές συνθήκες¨ του προβλήµατος. Εδώ οι αρχικές συνθήκες ειναι το ϕορτίο του πυκνωτή
και η ένταση του ϱεύµατος που διαρρέει το κύκλωµα. Αλλά στα πλαίσια του µαθήµατος ϑα
ασχοληθούµε κυρίως µε τις παραπάνω.

2.3 Γραφικές παραστάσεις

Παρακάτω ϕαίνονται οι γραφικές παραστάσεις του ϕορτίου του πυκνωτή και της έντασης του
ϱεύµατος σε συνάρτηση µε τον χρόνο,για την περίπτωση του αρχικά ϕορτισµένου πυκνωτή
(φ0 = π/2. Με σχετική ευκολία µπορούµε να σχεδιάσουµε και τα αντίστοιχα διαγράµµατα
για την περιπτωση του αρχικά αφόρτιστου πυκνωτη.

Σχήµα 11: ∆ιάγραµµα ϕορτίου-χρόνου
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Σχήµα 12: ∆ιάγραµµα έντασης -χρόνου

Παρατηρήσεις για το ¨πρόσηµο¨ του ϱευµατος

΄Οταν κλείσει ο διακόπτης, ο πυκνωτής ϑα αρχίσει να εκφορτίζεται µέσα απο το πηνίο και
την χρονική στιγµή t ϑα υπάρχει ένα ϱεύµα i στο κύκλωµα και ένα ϕορτιο q στον πυκνωτή.
Το ϱευµα i και το ϕορτιο i σχετίζονται,γιατί τι ϱεύµα δίνει το ϱυθµό µε τον οποίο
το ϕορτίο µεταφέρεται απο τον ένα οπλισµό του πυκνωτή στον άλλο. ΄Αλλωστε η
ένταση του ϱευµατος εξ ορισµού είναι ίση µε τον ϱυθµό µεταβολής του ϕορτίου.

i =
dq

dt
(43)

Η σύµβαση µας για τα πρόσηµα των q, i

� ΄Εστω ότι δεχόµαστε ότι η ϕορά του ϱεύµατος είναι ϑετική, όταν αυτό κατευθύνεται
προς τον αρχικά ϑετικά ϕορτισµένο οπλισµό του πυκνωτή ( για t = 0, q = +Q). Με
την επιλογή αυτή και συµφωνα µε την σχέση (43), το q αυξάνεται, όταν i > 0. Στην
περίπτωση αυτή οι εξισώσεις (39) , (61 δίνουν σε κάθε χρονική στιγµή το ϕορτίο και
το ϱεύµα, µε τις γραφικες παραστάσεις του να δίνονται απο τα σχήµατα (11),(12)

� Σύµφωνα µε την σύµβαση µας και µε ϐάση τον ορισµό του ϱευµατος κατανοούµε ότι το
πρόσηµο της έντασης του ϱευµατος σχετίζεται µε την ϕόρτιση ( dq

dt
> 0)ή την εκφόρτιση

(dq
dt
> 0)του πυκνωτή. Ρεύµα µε ϕορά από το πηνίο προς τον αρχικά ϑετικά

ϕορτισµένο οπλισµό του πυκνωτή ϑα ϑεωρείται ϑετικό (i > 0) και ϱεύµα µε
ϕορά απο τον αρχικά ϑετικά ϕορτισµένο οπλισµό του πυκνωτή ϑα ϑεωρείται
αρνητικό (i < 0).

Πρόταση Μελέτης Λύσε απο τον ΄Α τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ. Παναγιωτακόπουλου
τις ακόλουθες ασκήσεις : 5.1 - 5.11, 5.69, 5.70, 5.71, 5.72,5.73
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2.4 Η ενέργεια στην Ηλεκτρική Ταλάντωση

Η Ενέργεια στην Ηλεκτρική Ταλάντωση είναι ίση µε την ενέργεια που προσφέρουµε στο
κύκλωµα την χρονική στιγµή t = 0. Στην περίπτωση του αρχικά ϕορτισµένου πυκνωτή, η
ενέργεια του κυκλώµατος ισούται µε την Ενέργεια του Ηλεκτρικού πεδίου που έχει απο-
ϑηκευτει στον πυκνωτή, η οποία είναι ίση µε :

UE =
1

2

Q2

C
(44)

Μόλις κλείσουµε το διακόπτη, ο πυκνωτής ϑα αρχίσει να εκφορτίζεται µέσα απο το πη-
νίο και το κύκλωµα διαρρέεται απο ϱεύµα. ΄Οσο διαρκεί η εκφόρτιση, η ενέργεια του
ηλεκτρικού πεδίου στον πυκνωτή ελαττώνεται και µετατρέπεται σε ενέργεια του µαγν-
ητικού πεδίου στο πηνίο.΄Οταν ο πυκνωτής εκφορτιστει πλήρως, η ένταση του ϱευµατος
που διαρρέει το πηνίο γίνεται µέγιστη, οπότε η ενέργεια του µαγνητικού πεδιου στο πηνίο
αποκτά την µέγιστη τιµήτ της που είναι ίση µε :

UB =
1

2
LI2 (45)

Στην συνέχεια η διαδικασία γίνεται αντίστροφα. Η ενέργεια του µαγνητικού πεδίου στο
πηνίο ελαττώνεται, ενώ αυξάνεται η ενέργεια του ηλεκτρικού πεδιου στο πηνίο, µέχρι την
πλήρη ϕόρτιση του, οπότε το κύκλωµα επανέρχεται ενεργειακά στην αρχική του κατάσταση.
Η όλη διαδικασία επαναλαµβάνεται.

Στην ιδανική περίπτωση που δεν υπάρχουν απώλειες ενέργειας , η Ολική Ενέργεια
του κυκλώµατος ϑεωρείται σταθερή και είναι ίση µε :

E =
1

2

Q2

C
=

1

2
LI2 (46)

Οι ενέργεια του Ηλεκτρικού πεδιου στον πυκνωτή (UE) και του µαγνητικού πεδίου στο
πηνίο (UB)υπολογίζονται σε κάθε χρονική στιγµή από τις σχέσεις :

UE =
1

2

q2

C
και UB =

1

2
Li2 (47)

UE,UB σαν συναρτήσεις του χρόνου Αν υποθέσουµε ότι την χρονική στιγµή t = 0
ο πυκνωτής είναι ϕορτισµένος και αντικαθιστώντας τις σχέσεις για την στιγµιάια τιµή του
ϕορτίου 39 και της έντασης 40 στις παραπάνω σχέσεις προκύπτουν αντίστοιχα:

UE =
1

2

(Qσυν(ωt))2

C
=

1

2

Q2

C
συν2(ωt)⇒ UE = Eσυν2(ωt) (48)

UB =
1

2
L(−Iηµ(ωt))2 =

1

2
LI2ηµ2(ωt)⇒ UB = Eηµ2(ωt) (49)
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Από τις παραπάνω σχέσεις επιβεβαιώνεται ότι η ενέργεια του Ηλεκτρικού πεδιου του
πυκνωτή µετατρέπεται περιοδικά σε ενέργεια του µαγνητικού πεδιου στο πηνίο και αν-
τίστροφα, ενώ η ολική ενέργεια παραµένει σταθερή. Παρακάτω ακολουθεί το αντίστοιχο
διάγραµµα των δυο µεγεθών σε συνάρτηση µε τον χρόνο.

Σχήµα 13: E,UE, UB σε συνάρτηση µε τον χρόνο

Η ∆ιατήτηση της Ενέργειας Η ολική ενέργεια του κυκλώµατος παραµένει σταθερή σε
καθε στιγµή και ίση µε το άθροισµα της Ενέργειας του Ηλεκτρικού πεδιου στον πυκνωτή
και της ενέργειας του µαγνητικού πεδιου στο πηνίο. ∆ηλαδή σε κάθε χρονική στιγµή ϑα
ίσχύει :

E = UE + UB ⇒
1

2

Q2

C
=

1

2
LI2 =

1

2

q2

C
+

1

2
Li2 (50)

Περιγράψαµε παραπάνω ένα ιδανικό κύκλωµα L − C χωρίς απώλειες ενέργειας. Οι
απώλειες ενέργειας σε ένα πραγµατικό κύκλωµα L − C οφείλονται σε δύο ϐασικούς
λόγους :

� Στην ϑερµότητα που χάνεται λόγω του ϕαινοµένου Joule από τις αντιστάσεις του
κυκλώµατος

� Στην ενέργεια που εκπέµπεται µε την µορφή ακτινοβολίας κατά την λειτουργία του
κυκλώµατος.

Παρακάτω παρουσιάζω δύο αποδείξεις που κάτι πρέπει να µας ϑυµίζουν :
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Απόδειξη της σχέσης I = ωQ

UB(max) = UE(max) ⇒
1

2
LI2 =

1

2

Q2

C
⇒ I2 =

1

LC
Q2 ⇒ I = ωQ (51)

παραπάνω χρησιµοποίησα το γεγονός ότι T = 2π
√
LC ⇒ ω = 1√

LC

Απόδειξη της σχέσης i = ±ω
√
Q2 − q2 Με την χρήση της σχέσης (50) προκύπτει :

1

2

Q2

C
=

1

2

q2

C
+

1

2
Li2 ⇒ Li2 =

Q2

C
− q2

C
⇒ i2 =

1

LC
(Q2 − q2)

⇒ i = ±ω
√
Q2 − q2 (52)

Αντίστοιχα µε τις µηχανικές ταλαντώσεις µποροούµε να σχεδιάσουµε τα διαγράµµατα
των ενεργειών UE και UB σε συνάρτηση µε τις στιγµιάιες τιµές του ϕορτίου q και της έντασης
του ϱέυµατος i. Η µορφή τους ϑα είναι αντίστοιχη.

Πρόταση Μελέτης Λύσε απο τον ΄Α τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ. Παναγιωτακόπουλου
τις ακόλουθες ασκήσεις : 5.75 –5.81, 5.83, 5.85, 5.86

Ρυθµοί Μεταβολής στην Ηλεκτρική Ταλάντωση Αντιστοιχα ίπψς και στην περίπτωση
της Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης, οι ϱυθµοί µεταβολής παίζουν καθοριστικό ϱόλλο και
στο κύκλωµα L − C για την κατανόηση των µεγεθών και των µεταβολών τους. Παραθέτω
ϐασικούς ϱυθµούς µεταβολής που ϑα εµφανιστούν σε ασκήσεις :

� Ρυθµός µεταβολής του ϕορτίου στον οπλισµό του πυκνωτή dq
dt

Είδαµε και παραπάνω ότι :
dq

dt
= i (53)

� Ρυθµός µεταβολής της τάσης στα άκρα του πυκνωτήdVC
dt

Ο ϱυθµός µεταβολής της τάσης υπολογίζεται ώς εξής :

C =
q

VC
⇒ VC =

1

C
q ⇒ dVC

dt
=

1

C

dq

dt
⇒ dVC

dt
=

i

C
(54)

προσοχη το i µπαίνει µε το πρόσηµο του στην σχέση, εκτός και αν ενδιαφερόµαστε
µόνο για την τάση και όχι για την πολικότητα της.

� Ρυθµός µεταβολής της έντασης του ϱευµατος di
dt

Από τον νόµο της αυτεπαγωγής (Lentz) προκύπτει ότι Eαετ = −Ldi
dt
, άρα:

di

dt
= −Eαετ

L
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όµως Eαετ = VL = VC = q
C
⇒

di

dt
= − q

LC
⇒ di

dt
= −ω2q (55)

� Ρυθµός µεταβολής της Ενέργειας σε πηνιο και πυκνωτή dUE
dt
, dUB
dt

Επειδή στην
ιδανική περιπτωση η Ενέργεια του Κυκλώµατος παραµένει σταθετή προκύπτει ότι :

E = UE + UB ⇒ dE = 0 = dUE + dUB ⇒
dUE
dt

= −dUB
dt

(56)

όπου ϐέβαια σε ένα ηλεκτρικό κύκλωµα ο ϱυθµός µεταβολής αντιστοιχεί στην Ηλεκ-
τρική ισχύ PC για τον πυκνωτή και PL για το πηνίο. ΄Αρα µε ϐάση αυτό προκύπτει
ότι :

dUE
dt

= PC και
dUB
dt

= PL (57)

dUE
dt

= VCi =
q

C
i (58)

Πρόταση Μελέτης Λύσε απο τον ΄Α τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ. Παναγιωτακόπουλου
τις ακόλουθες ασκήσεις : 5.87,5.88, 5.89, 5.91, 5.102, 5.103, 5.106, 5.107, 5.109, 5.110,
5.112, 5.113, 5.114, 5.115, 5.116, 5.118, 5.119, 5.121

Η περίπτωση του αρχικά αφόρτιστου πυκνωτή... ΄Οπως διατυπώσαµε και παραπάνω
την χρονική στιγµή t = 0 οι τιµές των q, i µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή, άρα
υπάρχει µια σειρά απο τιµές της αρχικής ϕάσης για να περιγράψουµε το πρόβληµα µας.
Μια χαρακτηριστική περιπτωση εκτός απο εκεινη του αρχικά ϕορτισµένου πυκνωτή που
παραπάνω περιγράψαµε υπάρχει και εκείνη του αρχικά αφόρτιστου πυκνωτή. Μια διάταξη
στην οποία ϑα µπορούσαµε να έχουµε την περιπτωση αυτή είναι η ακόλουθη:
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΄Υστερα απο πολύ ώρα µε τον διακόπτη (δ) κλειστό το πηνίο διαρρέεται απο αθερό ϱεύµα
Ι. Το ϱεύµα υπολογίζεται από τον Νόµο του Ohm για κλειστό κύκλωµα:

I =
E

R + r
(59)

όπου Ε είναι η ΗΕ∆ της πηγής και r η εσωτερική της αντίσταση.
Αν την χρονική στιγµή t = 0 ανοίξουµε τον διακόπτη στο πηνίο είναι αποθηκευµένη

ενέργεια UB = 1
2
LI2 που ϑα είναι ίση µε την ενέργεια της Ηλεκτρικής ταλάντωσης που ϑα

ακολουθήσει.
Σε αυτή την περίπτωση που για t = 0, q = 0 και i = +I και ϑεωρόντας ως ϑετικό τον

οπλισµό Γ οι χρονικές εξισώσεις για το ϕορτίο και την ένταση του ϱευµατος ϑα είναι :

q = Qηµ(ωt) (60)

και
i = Iσυν(ωt) (61)

µε απόδειξη που εύκολα µπορει να προκύψει ξεκινώντας απο τις γενικές χρονικές εξ-
ισώσεις των q, i και επιλέγωντας ως αρχική ϕάση φ0 = 0.

Πρόταση Μελέτης: Λύσε απο τον ΄Α τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ. Παναγιω-
τακόπουλου τις ακόλουθες ασκήσεις : 5.93, 5.94, 5.95, 5.96, 5.97, 5.99, 5.100, 5.123,
5.124, 5.126, 5.127, 5.128, 5.131, 5.132

Οι αντιστοιχίες του ιδανικού L− C µε το µηχανικό ανάλογο του σύστηµα m− k
΄Οπως ήδη ϑα έχετε παρατηρήσει οι µαθηµατικές σχέσεις στο κύκλωµα L−C έχουν πολλές
οµοιότητες και αναλογίες µε αντίστοιχες σχέσεις του συστήµατος της µάζας µε το ελατήριο
των µηχανικών ταλαντώσεων. Χωρίς να σηµαίνει ότι τα δύο αυτά συστήµατα ταυτίζονται,
µπορούµε να περιγράψουµε τις αντιστοιχίες των µεγεθών για λόγους µνηµονικούς.

Σύστηµα Μάζας - Ελατηρίου Κύκλωµα L− C
Αποµάκρυνση x Φορτίο q
Ταχύτητα υ ΄Ενταση Ρεύµατος i
Πλάτος Ταλάντωσης Α Μέγιστο ϕορτιο Q
Μέγιστη Ταχύτητα υmax = ωA Μέγιστη ΄Ενταση Ρεύµατος I = ωQ
∆υναµική Ενέργεια ταλάντωσης U = 1

2
Dx2 Ενέργεια Ηλεκτρικού Πεδιου του Πυκνωτή

UE = 1
2
q2

C

Κινητική Ενέργεια Ταλάντωσης K = 1
2
mυ2 Ενέργεια Μαγνητικού Πεδιου στο πηνίο

UB = 1
2
Li2

Σταθερά k του ελατηρίου Αντιστροφο της χωρητικότητας 1
C

Μάζα m του σώµατος Συντελεστής αυτεπαγωγής του πηνίου L
Περίοδος T = 2π

√
m
k

Περίοδος T = 2π
√
LC

Γνωρίζοντας την περιγραφή του συστήµατος «ελατηρίου- µάζας» µπορούµε εύκολα να
περάσουµε στο ιδανικό κύκλωµα L−C και να χρησιµοποιήσουµε παρόµοιες µαθηµατικές
µεθόδους για τις ασκήσεις µας.
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