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8 Κρούσεις

Στην µηχανική µε τον όρο κρούση εννοούµε τη σύγκρουση δύο σωµάτων που κινούνται το ένα

σχετικά µε το άλλο.Το ϕαινόµενο της κρούσης έχει δύο χαρακτηριστικά:

� ΄Εχει πολύ µικρή χρονική διάρκεια.

� Κατά τη διάρκεια της επαφής των δύο σωµάτων αναπτύσσονται πολύ ισχυρές δυνάµε-
ις, ισχυρότερες από όλες τις άλλες που µπορει να ασκούνται στα σώµατα (π.χ. ϐαρύτη-
τα). Οι δυνάµεις αυτές έχουν σχέση ¨δράσης - αντίδρασης¨ και το µέτρο τους µεταβάλ-
λεται κατα την διάρκεια της κρούσης.

Στην ατοµική και πυρηνική ϕυσική η έννοια της κρούσης επεκτείνεται, ώστε νε περ-
ιλαµβάνει και την αλληλεπίδραση µεταξύ σωµατιδίων τα οποία δεν έρχονται σε επαφή.
Για παράδειγµα η εκτόξευση ενός ηλεκτρονίου προς ένα ϕορ-
τισµένο σωµατίδιο, έχει ως αποτέλεσµα την απότοµη αλλαγή
της κινητικής κατάστασης των σωµατιδίων, τα οποία αν και
δεν έρχονται σε επαφή, εµφανίζουν τα χαρακτηριστικά της
κρούσης.

Ονοµάζουµε κρούση κάθε ϕαινόµενο και του µικρόκοσµου,

στο οποίο δύο σώµατα αλληλεπιδρούν µε σχετικά µεγάλες

δυνάµεις για πολύ µικρό χρονικό διάστηµα. Στην σύγχρονη
ϕυσκή το παραπάνω ϕαινόµενο ονοµάζεται και σκέδαση.

Τα είδη της κρούσης, ανάλογα µε την διεύθυνση κίνησης των σωµάτων πριν συγ-
κρουστούν.

(α΄) Κεντρική (ϐ΄) ΄Εκκεντρη (γ΄) Πλάγια

� Κεντρική ή µετωπική κρούση ονοµάζεται η κρούση, στην οποία τα διανύσµατα των
ταχυτήτων των κέντρων µάζας των σωµάτων που συγκρούονται ϐρίσκονται πάνω στην
ευθεία που συνδέει τα κέντρα µάζας τους.

� ΄Εκκεντρη ονοµάζεται η κρούση στην οποία τα διανύµατα των ταχυτήτων των κέντρων
µάζας των σωµάτων που συγκρούονται ειναι παράλληλα µεταξύ τους.

� Πλάγια ονοµάζεται η κρούση στην οποία τα διανύσµατα των ταχυτήτων των κέντρων
µάζας των σωµάτων που συγκρούονται δεν έχουν την ίδια διεύθυνση.
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Η διατήρηση της ορµής στις κρούσεις

Επειδή κατά την διάρκεια της κρούσης δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις στα σώµατα ή η
συνισταµένη τους είναι µηδέν ϑεωρούµε το σύστηµα των σωµάτων µονωµένο. ΄Αρα:

Σ~Fεξ =
d~Poλ
dt

= 0⇒ ~Poλ = σταθ ⇒ ~Poλ(πριν) = ~Poλ(µετα)

Η ολική ορµή ενός συστήµατος σωµάτων, κατά την διάρκεια της κρούσης διατηρείται.

Τα είδη της κρούσης ανάλογα µε την διατήρηση της κινητικής ενέργειας
των συγκρουόµενων σωµάτων.

Σε αντίθεση µε την Ορµή που παραµένει σταθερή σε όλες τις περιπτώσεις κρούσεων που ϑα
µελετήσουµε, δεν συµβαινει το ίδιο µε την µηχανική ενέργεια του συστήµατος των σωµάτων.
Σε κάθε κρούση υπάρχουν δύο ϐασικά στάδια :

Στο πρώτο στάδιο τα σώµατα έρχονται σε επαφή µεταξύ τους και αρχίζουν να παραµορ-
ϕώνονται, µέχρι να αποκτήσουν κοινή στιγµιαία ταχύτητα. Η απαιτούµενη ενέργεια για την
παραµόρφωση τους προέρχεται από την αρχική τους µηχανική ενέργεια. Επειδή η κρούση
γίνεται σε µικρό χρονικό διάστηµα, ϑεωρούµε ότι τα σώµατα δεν αλλάζουν ϑέση, άρα δεν
µεταβάλλεται η Βαρυτική δυναµική τους ενέργεια, παρά µόνο η κινητική τους.

Στο δεύτερο στάδιο, ανάλογα µε την ϕυση των σωµάτων που παραµορφώνονται η κρούση
διακρίνεται σε ελαστική ή σε ανελαστική.

Ελαστική Κρούση

Η παραµόρφωση εξαφανίζεται και το σύστηµα αποκτά πάλι την κινητική ενέργεια που
είχε πριν την κρούση. Η αιτία ειναι οι ϕύση των δυνάµεων που ασκούνται στα σώµατα
κατά την διάρκεια της κρούσης, καθώς είναι ελαστικές δυνάµεις δεν προκαλούν µόνιµες
παραµορφώσεις. ΄Αρα η κρούση στην οποία η Κινητική Ενέργεια του συστήµατος των
σωµάτων παραµένει σταθερή ονοµάζεται ελαστική

Η διατύπωση της ∆ιατήρηση της Κινητικής ενέργειας κατά την ελαστική κρούση διατυπώνε-
ται ως εξής :

Koλ(πριν) = Koλ(µετα)

Η ελαστική κρούση είναι ιδανική περίπτωση, αλλά µπορούµε να ϑεωρήσουµε ελαστικές
τις κρούσεις ανάµεσα σε σκληρά σώµατα ( π.χ. µπάλες µπιλιάρδου). Στην περιπτωση όµως
του µικρόκοσµου οι κρούσεις (σκεδάσεις) είναι απόλυτα ελαστικές.

Ανελαστική Κρούση

Η παραµόρφωση των σωµάτων δεν εξαφανίζεται τελείως και ένα µέρος της αρχικής Κ-
ινητικής ενέργειας που δαπανήθηκε για την παραµόρφωση δεν γίνεται πάλι Κινητική
ενέργεια, αλλά ϑερµότητα ή ενέργεια µόνιµης παραµόρφωσης. Η αιτία είναι πάλι η ϕύση
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των δυνάµεων που ασκούνται στα σώµατα, καθώς είναι δυνάµεις που προκαλούν µόν-
ιµες παραµορφώσεις. ΄Αρα η κρούση στην οποία µέρος της Κινητικής Ενέργειας
του συστήµατος των σωµάτων µετατρέπεται σε ϑερµότητα ονοµάζεται ανελαστική
κρούση

Μια ειδική περίπτωση ανελαστικής κρούσης είναι εκείνη κατά την οποία τα σώµατα
µετά την κρούση γίνονται συσσωµάτωµα και κινούνται µε κοινή ταχύτητα. Η κρούση αυτή
λέγεται πλαστική και έχει µελετηθεί στην Α Λυκειου. Η διατύπωση της διατήρησης της
ενέργειας κατά την ανελαστική κρούση διατυπώνεται ως εξής :

Koλ(πριν) − Eαπωλ = Koλ(µετα) ⇒ Koλ(πριν) > Koλ(µετα)

όπου ϐέβαιαEαπωλ είναι οι ενεργειακές απώλειες σε ϑερµότητα και ανελαστικές παραµορ-
ϕώσεις.

Η κεντρική Ελαστική κρούση

Θεωρούµε δύο υλικά Σώµατα µε µάζες m1 και m2,
που κινούνται σε οριζόντιο λείο επίπεδο µε ταχύτη-
τας ~υ1 και ~υ2. Τα σώµατα συγκρούονται κεντρικά
και ελαστικά και µετά την κρούση αποκτούν νέες
ταχύτητες ~υ′1 και ~υ′2, τις οποίες ϑέλουµε να υπολογί-
σουµε. Ο υπολογισµός είναι απλός αρκεί να χρησι-
µοποιήσουµε τις ϐασικες ιδέες - αρχές που αναπ-
τύχθηκαν παραπάνω.

∆ιατήρηση της Ορµής

~Poλ(πριν) = ~Poλ(µετα) ⇒ m1υ1 +m2υ2 = m1υ
′
1 +m2υ

′
2 (149)

προσέχουµε το πρόσηµο των ταχυτήτων γιατί δεν ξεχνάµε τον διανυσµατικό χαρακτήρα της
σχέσης µας.

∆ιατήρηση της Κινητικής Ενέργειας

Koλ(πριν) = Koλ(µετα) ⇒
1

2
m1υ

2
1 +

1

2
m2υ

2
2 =

1

2
m1υ

′
1

2
+

1

2
m2υ

′
2

2 (150)

Η εξίσωση (149) γράφεται :

m1(υ1 − υ′1) = m2(υ′2 − υ2)

Η εξίσωση (150) γράφεται :

m1(υ2
1 − υ′1

2
) = m2(υ′2

2 − υ2
2)
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∆ιαιρούµε κατα µέλη τις παραπάνω σχέσεις :

υ1 − υ′1
υ2

1 − υ′1
2 =

υ′2 − υ2

υ′2
2 − υ2

2

και προκύπτει εύκολα ότι υ1 + υ′1 = υ′2 + υ2 ⇒ υ′2 = υ1 + υ′1 − υ2

Αντικαθιστώντας στην (149) και λύνοντας ως προς υ′1 ϐρίσκουµε τις ταχύτητες των
σωµάτων µετά την κρούση.

υ′1 =
m1 −m2

m1 +m2

υ1 +
2m1

m1 +m2

υ2 (151)

υ′2 =
2m1

m1 +m2

υ1 +
m2 −m1

m1 +m2

υ2 (152)

Βέβαια κατά τον υπολογισµό µας υποθέσαµε µια συγκεκριµένη ϕορά για τις ταχύτητες
πριν και µετά την κρούση, ειναι προφανές ότι σε περίπτωση αντίθετης ϕοράς από την
παραπάνω οι σχέσεις µας οδηγούν σε αρνητικές τιµές για τις ταχύτητες.Οι παραπάνω
σχέσεις δεν είναι τόσο εύκολο να αποµνηµονευτούν, αλλά είναι ευκολότερο να
αποδειχθούν από τις ϐασικές αρχές !

Ειδικές περιπτώσεις

α. Τα δύο σώµατα έχουν ίσες µάζας m1 = m2 = m

Από τις παραπάνω σχέσεις (151),(152) µε αντικατάσταση των µαζών προκύπτει :

υ′1 = υ2 και υ′2 = υ1

∆ηλαδή, κατά την κεντρική ελαστική κρούση δύο σωµάτων που έχουν ίσες
µάζες, τα σώµατα ανταλλάσσουν τις ταχύτητες τους.

Βέβαια στο παραπάνω συµπερασµα µπορούµε να καταλήξουµε αν ξεκινήσουµε από
την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής και την ∆ιατήρηση της Ενέργειας, όπως κάναµε
παραπάνω.

ϐ. Το ένα σώµα είναι ακίνητο πριν την κρούση (υ2 = 0) Από τις σχέσεις (151),(152)
προκύπτει :

υ′1 =
m1 −m2

m1 +m2

υ1 (153)

υ′2 =
2m1

m1 +m2

υ1 (154)

Βέβαια στην περίπτωση που έχουν και ίσες µάζες και το ένα σώµα είναι ακίνητο, τότε
το αρχικά κινούµενο σταµατάει µετά την κρούση (υ′1 = 0) και το αρχικά ακίνητο σώµα
αποκτά ταχύτητα υ′2 = υ1
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Ελαστική Κρούση σώµατος µε άλλο ακίνητο πολύ µεγάλης µάζας

Αν το ένα σώµα έχει πολύ µεγαλύτερη µάζα σε σχέση
µε το άλλο (m1 << m2) και είναι ακίνητο πριν την
κρούση (υ2 = 0) τότε :

m1 << m2 ή m1

m2
<< 1 ή m1

m2

∼= 0.
άρα οι παραπάνω σχέσεις µας δίνουν :

υ′1
∼= −υ1 και υ′2

∼= 0

∆ηλαδή: ένα σώµα µικρής µάζας που συγκρούεται κεντρικά
και ελαστικά µε ακίνητο σώµα πολύ µεγαλύτερης µάζας αν-
τανακλάται µε ταχύτητα ίδιου µέτρου και αντίθετης ϕοράς από
αυτή που είχε πριν την κρούση. Το σώµα µεγάλης µάζας µένει
πρακτικά ακίνητο.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, όταν ένα σώµα µικρής µάζας
προσκρούει ελαστικά και κάθετα στην επιφάνεια ενός τοίχου ή σε ένα
δάπεδο, τότε ανακλάται µε ταχύτητα ίδιου µέτρου και αντίθετης ϕοράς.

΄Αν το σώµα προσκρούει ελαστικά και πλάγια σε ένα τοίχο µε
ταχύτητα υ, αναλύουµε την ταχύτητα του σε δύο συνιστώσες, µια κά-

ϑετη στον τοίχο και µια παράλληλη σε αυτόν, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Σύµφωνα µε τα
παραπάνω η κάθετη συνιστώσα στον τοίχο ϑα αλλάξει ϕορά και ϑα διατηρήσει το µέτρο της
(υ′x = −υx). Η παράλληλη στον τοίχο συνιστώσα δεν µεταβάλλεται (υ′y = −υy). ΄Αρα το

µέτρο της ταχύτητας του σώµατος µετά την κρούση υ′ ϑα είναι υ′ =
√
υ′2x + υ′2y.

΄Αρα σύµφωνα µε τα παραπάνω, το µέτρο της ταχύτητας
παραµένει σταθερό:

υ′ = υ

Στο ίδιο συµπέρασµα µπορούµε να ϕτάσουµε ϐέβαια και µε
την ∆ιατήρηση της Κινητικής Ενέργειας κατά την κρούση.

1

2
mυ2 =

1

2
mυ′

2 ⇒ υ′ = υ

Αν θpi και θα οι γωνίες που σχηµατίζουν µε την κάθετη στον
τοίχο οι ταχύτητες του σώµατος πριν και µετά την κρούση τότε
ισχύει :

ηµθπ =
υy
υ

συνθα =
υ′y
υ′

επειδή υy = υ′y και υ = υ′ προκύπτει ότι η γωνία πρόσπτωσης στον τοίχο ειναι ίση µε την
γωνία ανάκλασης από αυτόν.

θπ = θα (155)
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Το αποτέλεσµα ειναι παροµοιο µε την νόµο της ανάκλασης για το ϕως που προσπίπτει

πάνω σε ένα καθρέπτη. Απόλυτα συµβατό ϐέβαια µε την σωµατιδιακή ϕύση του ϕωτός,

αρκεί να ϕανταστούµε ότι τα ϕωτόνια συµπεριφέρονται ως σωµατίδια και ανακλόνται όπως το

παραπάνω σωµατίδιο.

Η Κεντρική Ανελαστική κρούση

ϑεωρούµε τώρα δύο υλικά σώµατα µε µάζεςm1 καιm2 που κινούνται πάνω σε λείο οριζοντιο
επίπεδο µε ταχύτητες ~υ1 και ~υ2. Τα σώµατα συγκρούονται κεντρικά και µετά την κρούση
κινούνται µε ταχύτητες ~υ′1 και ~υ′2.

∆ιατήρηση της Ορµής

~Poλ(πριν) = ~Poλ(µετα) ⇒ m1υ1 +m2υ2 = m1υ
′
1 +m2υ

′
2

προσέχουµε το πρόσηµο των ταχυτήτων γιατί δεν ξεχνάµε τον διανυσµατικό χαρακτήρα της
σχέσης µας.

∆ιατήρηση της Ενέργειας

Koλ(πριν) − Eαπωλ = Koλ(µετα) ⇒
1

2
m1υ

2
1 +

1

2
m2υ

2
2 − Eαπωλ =

1

2
m1υ

′
1

2
+

1

2
m2υ

′
2

2

όπου ϐέβαια Eαπωλ είναι οι απώλειες λόγω των ανελαστικών ϕαινοµένων. Αν µετά την
κρούση τα δύο σώµατα δηµιουργήσουν ένα συσσωµάτωµα που έχει µια ταχύτητα ~V ,η
ανελαστική κρούση ονοµάζεται Πλαστική. Σε µια πλαστική κρούση είναι επίσης προφανές
ότι έχουµε απώλειες της ενέργειας σε ενέργεια πλαστικής παραµόρφωσης και ϑερµότητα.
Το πρόβληµα αυτό έχει µελετηθεί στην Α Λυκείου.

Η Πλάγια ελαστική κρούση

Στην περίπτωση που τα σώµατα δεν συγκρούονται κεν-
τρικά, αλλά έκκεντρα ή πλάγια τότε ϑα αποκτούν νέες
ταχύτητες µε διευθύνσεις πάνω στο επίπεδο. Ας ϑεωρή-
σουµε για παράδειγµα δυο υλικά σώµατα µε µάζες m1

και m2 µε το δεύτερο να ειναι αρχικά ακίνητο. Μετά την
κρούση τα σώµατα ϑα κινηθούν µε ταχύτητες ~υ′1 και ~υ′2.
Αναλύουµε τις ταχύτητες σε κατάλληλες συνιστώσες και
προχωράµε στην εφαρµογή των ϐασικών αρχών.

∆ιατήρηση της Ορµής στον άξονα x′Ox

Poλ(πριν)(x) = Poλ(µετα)(x) ⇒ m1υ1 = m1υ
′
1x +m2υ

′
2x
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∆ιατήρηση της Ορµής στον άξονα y′Oy

Poλ(πριν)(y) = Poλ(µετα)(y) ⇒ m1υ1 = m1υ
′
1y −m2υ

′
2y

∆ιατήρηση της Κινητικής Ενέργειας

Koλ(πριν) = Koλ(µετα) ⇒
1

2
m1υ

2
1 +

1

2
m2υ

2
2 =

1

2
m1υ

′
1

2
+

1

2
m2υ

′
2

2

Σε αυτή την περίπτωση προκύπτει ένα σύστηµα τριών εξισώσεων, αλλά µε 4 αγνώστους
καθώς είναι άγνωστη η κατεύθυνση και το µέτρο των ταχυτήτων µετά την κρούση. Μ-
πορούµε ϐέβαια να λύσουµε το πρόβληµα εφόσον µας ειναι γνωστό ένα ακόµα µέγεθος (
για παράδειγµα µια γωνία).

Το πρόβληµα της πλάγιας πλαστικής κρούσης λύνεται πάλι µε την διατήρηση της ορµής
σε κάθε άξονα. ∆εν ξεχνάµε ϐέβαια ότι σε αυτή την περιπτωση δεν διατηρείτε σταθερή η
Κινητική Ενέργεια του συστήµατος των σωµάτων.

∆υναµική Ενέργεια µέγιστης ελαστικής παραµόρφωσης

΄Οταν τα δύο σηµειακά σώµατα συγκρούονται κεντρικά και ελαστικά, τότε κάποια στιγµή
t, κατά την διάρκεια της επαφής τους, οι ταχύτητες των δύο σφαιρών γίνονται ίσες (κατα
µέτρο και κατεύθυνση) και η παραµόρφωση των σωµάτων είναι η µέγιστη δυνατή.

Αν υποθέσουµε ότι η κοινή ταχύτητα τους είναι η ~V τότε ονοµάζουµε Umax την µέγιστη
ενέργεια ελαστικής παραµόρφωσης τους. Για να την υπολογίσουµε αρκεί να εφαρµόσουµε
την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής και την Αρχή ∆ιατήρησης της Ενέργειας για την χρονική
στιγµή αυτή.

Από την διατήρηση της ορµής προκύπτει :

~Poλ(πριν) = ~Poλ(t) ⇒ m1υ1 +m2υ2 = m1V +m2V ⇒ V =
m1υ1 +m2υ2

m1 +m2

Από την διατήρηση της ενέργειας προκύπτει :

Koλ(πριν) = Koλ(t) + Umax ⇒
1

2
m1υ

2
1 +

1

2
m2υ

2
2 =

1

2
m1V

2 +
1

2
m2V

2 + Umax

΄Αρα υπολογίζω τηνUmax η οποία στην συνέχεια ϑα µετατραπεί πάλι σε Κινητική Ενέργεια
καθώς στην ελαστική κρούση η Κινητική Ενέργεια του συστηµατος παραµένει σταθερή.

Πρόταση Μελέτης Λύσε απο τον ΄Β τόµο των Γ. Μαθιουδάκη & Γ.Παναγιωτακόπουλου
τις ακόλουθες ασκήσεις : 8.1 - 8.76, 8.102, 8.103, 8.104, 8.106, 8.118, 8.119, 8.121,
8.126,8.127, 8.130, 8.131, 8.133, 8.134, 8.136, 8.139, 8.143, 8.144, 8.146, 8.149,
8.151, 8.154, 8.156, 8.164, 8.168, 8.170, 8.173, 8.174
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